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研究成果の概要（和文）：多段決定過程問題としてノンシリアル動的計画の基本モデルを新たに構築した。そこ
では、システムにおける状態の遷移がノンシリアル（非直線的）であるところの分岐型推移システム、合流型推
移システム、そして分岐・再合流型推移システムが扱われており、様々な状態遷移を持つ問題への多段決定過程
構造適用を容易にしている。また、動的計画法と呼ばれる数理計画の手法を用いることにより解法としての最適
方程式（再帰式）を導き出した。

研究成果の概要（英文）：In this study, we introduced new basic frameworks for nonserial dynamic 
programming. Our new models are formulated as multi-stage decision processes with nonserial 
transition systems (Diverging Branch Systems, Converging Branch Systems and Loop Systems). We derive
 recursive equations for each model by a dynamic programming approach. Our new frameworks enable 
easier treatment of various classes of multi-stage decision processes with complex transition 
systems.

研究分野： 計画数学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では、分岐や合流あるいはその組み合わせ等で表現される複雑な流れを持つ問題を数理的にとらえ、数理
モデルとして正確に解決するための新たな枠組みを構築しており、再帰的な‐すなわち計算機での求解に適した
‐解法を与えている。また、本研究の位置づけは、これまでにない新しい概念の提起とその基礎理論の構築であ
り、今後の展開として、幅広い発展的研究や実問題への応用なども大いに期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
多段決定過程問題に対する解法の中核をなすものとして動的計画法（以下 DP）がある。DP と

は、最適性の原理をその基本原理とし、Bellman 方程式（最適方程式、再帰式）により様々な問
題の求解を実現する枠組みである。DPの理論は R. E. Bellman ([1]) により提案され、理学，
工学はもとより，経済学なども含め非常に幅広い分野において研究・応用がなされてきた。特に
我々は、評価系・制約部の拡張（[4,7]）および非決定性推移の導入（[3]）、そして全く新しい
決定過程の枠組み([5])、それらに伴う政策概念の拡大（[2]）など、斬新かつ重要な決定過程モ
デルや概念、およびそれらに対する解法を提案し続けてきた経緯があり、DP の無限の可能性を
強く感じている。 
こうした中、某企業との共同研究において遭遇した問題をきっかけに、相互依存型決定過程の

概念を誕生させたのは、研究開始の幾年か前のことであった。この決定過程モデルは、従来の枠
組みでうまく取り扱うことのできなかった問題を、２つ以上の型の決定過程を再帰的に組み合
わせることにより、うまく表現することに成功した。モデルの概略は以下のとおりである。ただ
し、簡単のため２つの決定過程による場合を挙げる。 
 

・第１の決定過程において、各期における利得関数値は、自身とは異なる第２の決定過程の最適
値の関数として定まる。 

・（同様に）第２の決定過程の利得関数値は、第１の決定過程と同型の決定過程の最適値の関数
として定まる。 

・利得関数を通して再帰的に現れる全過程を通して有限期間での終了を仮定するとき、本モデル
に対する再帰式は２種類の型の再帰式が互いに絡み合った再帰式として与えられる。 

 
この種の状態推移と評価方法を用いることにより、問題自体の持つある種の再帰的な複雑さ

を、すっきりと扱うことが可能となった。その応用として、たまご落とし問題と称される落下試
験回数最適化や多角形による多面体構成可能性問題を扱った。 
また一方で、状態推移の構造としては、従来からノンシリアル動的計画([8])というものが知

られている。これは、簡単に言えば、状態の推移が 1直線ではないものの総称である。すなわち、
相互依存型決定過程は、状態推移の観点からはノンシリアル動的計画の特殊な場合と解釈でき
る。まさしくこの事実が本研究課題へ至ったきっかけとなった。というのも、以前我々が提案し
た非決定性動的計画もノンシリアル動的計画の特殊な場合と解釈でき、また、直近に遭遇した問
題にも、相互依存型決定過程をさらに発展させた（場合によっては異なる）考え方が必要と感じ
はじめていたのである。すなわち、これまで詳しく議論されてこなかったノンシリアルな状態推
移の下での様々なモデルが、必要とされていたのである。 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、研究課題「相互依存型決定過程の創出」（挑戦的萌芽，H23～H25）で創り

出した新たな決定過程のモデルをさらに発展させ、より大きな枠組みとしてのノンシリアル動
的計画を展開することである。ノンシリアル動的計画自体は Nemhauser（[7]）により提案され
たもので、従来から概念的には存在していたが、本研究において、現実の問題へ適用可能な整備
された手法として新しく生まれ変わらせる。具体的には、ノンシリアル動的計画で規定されてい
る各状態推移システムに対し、決定過程問題としての一般的な定式化を新たに与え、動的計画法
による再帰的解法を導出するのである。 
 また、ノンシリアル動的計画を利用することで「折り紙ユニットによる凸多面体作成問題」が
扱えることから、この成果をもとに、地域子供向けの理数教室、あるいは高校生向けの出前講義
等を実施する。身近で人気のある折り紙関連の科学教室を通して、子供たちの数学リテラシーを
向上させるとともに、数学研究を広く知らしめること、そして将来を担うであろう理科系を志す
人材のすそ野を広げる活動を行う。 
 
 
３．研究の方法 
 
 ノンシリアル動的計画は、その状態推移の構造に特徴があり、推移構造が 4つの型に分類され
ている。それらは、分岐型推移システム(Diverging Branch Systems)，合流型推移システム
(Converging Branch Systems)，そして分岐・再合流型推移システム 2 種(Feedforward Loop 
Systems, Feedback Loop Systems)の推移構造である。 
 研究期間の初期には、おもに分岐型推移システムに関する研究を発展させる。分岐型推移とは、
各期において、各状態から一般に複数の状態へ同時に推移していくものである。このツリー状に
枝分かれしていく推移のイメージは、ある意味で確率的推移の一般化とも解釈できるが、確率的
と限らないこの推移を持つモデルが多くの応用を持つことは、これまでの研究でも示してきた。
そして、研究課題「相互依存型決定過程の創出」（挑戦的萌芽，H23～H25）で扱ったモデルもま



た、この種の推移と解釈される。この成果を発展させ、非決定性動的計画も合わせて、ノンシリ
アル動的計画の立場から分岐型推移システム上の決定過程問題として再考する。 
中期においては、合流型推移システムをもつ決定過程問題に関する研究を実施する。合流型推

移とは、複数の初期状態からはじまり、推移の途中で合流を繰り返し、最後は一つの終了状態に
達するものである。この種の問題は、これまでに（少なくとも厳密には）扱われたことがないも
ので、定式化自体の工夫も要する。動的計画法の適用を考えていくのだが、問題のもつ再帰的構
造をどのように抽出するか、部分問題の構築法や解構造にも注意を払いながら考察する。 
 そして、研究期間終盤では、分岐型推移を持つモデルと合流型推移を持つモデルにおいて得ら
れた知見をもとに、分岐後再合流型モデルについて考え、ノンシリアル動的計画の基礎を構築す
る。また、確率環境下の問題へも発展させ、動的計画法による解法について探究する。 
 
 
４．研究成果 
 
 多段決定過程の立場からノンシリアル動的計画を新たに展開すべく、以下の成果を得た。 
 
(1) 分岐型推移を持つ決定過程モデルについて 
以前の研究において、分岐型推移を持つ決定過程モデルとして、（単純分岐型の）非決定性動

的計画モデルと相互依存型決定過程モデルを提案してきたが、両者をもとに考察を深め、相互依
存型決定過程についてこれまでの結果を整理するとともに新たな展開を得た。 
実際、ある種の再帰的構造を持つ問題が、１ステージの相互依存型決定過程モデルによりうま

く扱えることを示した（相互依存型決定過程－１ステージモデル－, 京大数理研講究録 1990，
2016.4）。具体例として、従来、非決定性動的計画の枠組みで定式化していた完全情報組合せゲ
ームの必勝法を求める問題を再考し、１ステージ相互依存型決定過程モデルを適用することに
より、より自然に、そして数値計算面においてもより効果的な扱いが可能となることを示した
（Sure Way to Win a Game Using a Mutually Dependent Decision Process Model, JORSJ, 
2017.4）。 
また、新規の問題として、折り紙ユニットにより構成される立体の同型判定問題について考察

した結果、この問題の持つ２重再帰的な探索の仕組みが、１ステージ相互依存型決定過程モデル
で効率的に表現できることが分かった（折り紙ユニットで構成可能な凸多面体の合同判定, 京
大数理研講究録 2044，2017.9）。この成果をもとにした計算機上での数値計算により、一定数の
折り紙ユニットで構成可能な凸多面体の実質的な数の特定を、大幅に進めることができた。現状
で、正方ユニットと呼ばれるものについて１５個まで、そして三角ユニットについては１０個ま
でで構成可能な凸多面体数が特定されている。 
また、確率的推移を考えた際には、１ステージの相互依存型決定過程モデルとしてのマルコフ

ゲームの枠組みにより、野球における打順最適化問題に対する結果も得た（A dynamic 
programming algorithm for optimizing baseball strategies, JORSJ, 2019.4）。 
 
 (2) 合流型推移を持つ決定過程モデルについて 
これまで、陽に扱われることがなかった合流型決定過程問題を新規に定式化し、再帰的構造に

ついて解析した。そして動的計画法による再帰式を与えた（合流型推移をもつ決定過程について, 
京大数理研講究録 2078，2018.7）。さらに、多様なモデルに対応すべく３通りの部分問題構成法
に基づく再帰式を導きだした（Three Recursive Approaches for Decision Processes with a 
Converging Branch System, Bull. Kyushu Inst. Tech., 65, 2018.3）。なお、問題の種類にも
依存するが、解法の比較検討から、一般には後ろ向きの構成方法で１状態分ずつ部分問題を拡大
していく手法が計算量の観点からも有力と判断した。そして（状態推移図を終端状態を根とする
ツリーと見た場合の）「深さ優先」と「幅優先」の 2つの構成順序に対する結果を得た後、より
一般の場合、すなわち任意の順序で１状態分ずつ部分問題を拡大していく場合の部分問題構成
法と再帰式導出に成功した。これにより、与えられた問題に関する情報が十分に得られれば、最
適な構成順序で部分問題を構成することも可能となった。 
 また、確率的推移を持つ場合についても詳細に解析した。合流型推移をもつ決定過程を確率的
推移システム上で考えた問題に対しては、通常の決定過程とは挙動が異なり、部分問題を順に構
成した際、新たに確率変数化する状態変数が存在する場合とそうでない場合が生じた。この種の
部分問題の厳密な定式化に際しては、記法を工夫することで統一的に表現することを可能とし、
部分問題構成のアルゴリズムを与えた。そして、再帰式（こちらは場合分けが必要）を導き出し
た。 
 
(3) 分岐・再合流型推移を持つ決定過程モデルについて 
 分岐型推移を持つ決定過程モデルと合流型推移を持つ決定過程モデルに対するここまでの結
果を組み合わせることにより、その混合型である分岐・再合流型推移を持つ問題に対する定式化
自体は容易に実現した。また、動的計画の適用については、部分問題の構成法等に一部固有の問
題があったものの、注意深く観察した結果、合流型決定過程の結果を改良することで、最適方程
式による再帰的解法を実現することに成功した。ここでの結果は、現時点において学会等での発



表のみだが、今年度中の学術雑誌への投稿を予定している。いずれにせよ、ここまでの成果によ
り、多段決定過程としてのノンシリアル動的計画の基本的概念とモデル構築の枠組みを与え、典
型的な部分問題構成法と再帰的解法導出の基礎を与えることができたと考える。 
 
 本研究で扱ったノンシリアル動的計画は、それ自体が新しいものというわけではないが、従来
は状態推移の型のみを極めて大雑把に規定するだけのものであった。当時も、問題によっては、
この一般的な状態推移が必要であるとの認識は持たれていたものの、現在に至るまで、この状態
推移の下での問題構造や評価方法などに関する具体的かつ厳密な扱いについては、ほとんど議
論がなされていない。これはおそらく、常日頃から我々が認識している問題点 ― 動的計画法に
関する研究が抱えている問題点 ― に起因している。実際、動的計画問題に一般形というものは
存在せず、そのためか少なくない研究において、動的計画法は問題の定式化から再帰的解法の導
出が厳密に議論されないまま利用されている。「動的計画法を用いると」を枕詞にしてアナロジ
ーに頼った結果のみを記して利用している場合が少なくないのである。素直な単調性をもつ加
法型評価の問題などであれば支障はないとも思われるが、そうでない場合、アナロジーに頼った
議論は極めて危険である。事実、過去の研究において、この点を指摘したもの([6])もある。我々
のこれまでの研究における主たるモチベーションは、こういった問題点を解決し、安心して動的
計画法を応用できるようにすることである。そのために、種々の推移法則や評価関数について議
論し、また、最適解の厳密な表現について結果を与えてきた。世界中を見渡しても、この種の問
題意識を強く持って研究している例は少ない。そして本研究は、ノンシリアルな状態推移の下で
新たに決定過程の枠組みを構築し解法を与えることで、複雑な構造を持つより多くの問題に対
して、動的計画法による正確な扱いを可能とする。また、新しい基本的概念・枠組みの提起であ
り、これをもとにした発展的研究や応用研究も大いに期待される。 
 なお、折り紙立体に関する結果は、本学の出前講義や地元科学館で実施した折り紙立体作成講
座等でも紹介し、研究期間中計２６回(小学生向：１６回，中学生向：３回，高校生向：７回)に
おいて小中高校生の数学（算数）への興味関心を高めることに貢献した。 
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