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研究成果の概要（和文）：軸対称2流体平衡方程式の特異摂動問題を解決するnearby-fluidsオーダリングは擬似
的なアルヴェン特異性を生じさせる．同オーダリングを用いない高精度・高速化した2流体平衡コードを開発し
た．同コードでは高速反復解法であるMulti-Grid Method（MGM）を用いて電子系平衡方程式を解いている．球状
トカマク装置NSTXの境界条件に適用し，平衡解の収束特性について調べた．平滑化ステップでdamped Jacobi法
を採用したMGMは2流体平衡方程式を数値的に安定，高精度，高速に解くことができる有効な方法である．

研究成果の概要（英文）：The nearby-fluids ordering solving a singular perturbation problem in 
axisymmetric two-fluid equilibrium equations gives rise to a pseudo Alfven singularity. We have 
developed the two-fluid equilibrium code which performs a high-speed, high-accuracy computation 
without this ordering. In this code, the equilibrium equation for the electron fluid can be solved 
by the multi-grid method (MGM), a high speed iterative method. This code is applied to boundary 
conditions of the spherical tokamak device, NSTX and the convergence properties of the numerical 
equilibrium solution are investigated. The MGM with the damped Jacobi method in the smoothing step 
is effective for solving the two-fluid equilibrium equations with numerical stability, high 
accuracy, and high speed. 

研究分野： プラズマ科学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
プラズマの力学系を理解する出発点とし

て，先ずプラズマの時間発展した後の最終緩
和状態としての平衡状態を調べることは重
要である．しかし，流れのある 2 流体モデル
を用いた平衡方程式系は複雑であるため，こ
れまで十分な解析がされていなかった．最近，
Steinhauer と石田らは Taylor の緩和理論の適
用できない磁場反転配位（FRC）プラズマの
平衡の安定性を説明するために，2 流体平衡
理論を展開した．また，Mahajan と吉田らは
高速プラズマ流による非中性プラズマの回
転平衡を記述するために，ホール効果を考慮
した二重ベルトラミ平衡理論を構築した．さ
らに伊藤らは，圧力の非等方性とホール電流
の効果を同時に含んだ平衡方程式の数学的
性質を理論的に解析し，解の存在する条件を
求め，それに基づいた数値解析を行うことで
MHD では説明することのできない新たな流
れをもつプラズマのトロイダル平衡理論を
構築した．しかし，上記の構築した理論を実
際の実験装置に適用した例はほとんどなく，
実験と理論解析の詳細な比較検討が必要で
ある． 
 
２．研究の目的 
そこで，高ベータ自己組織化プラズマの 2

流体緩和の物理機構を明らかにするために，
最近の実験の進展により得られたフロー速
度，磁場，電流，密度，温度，電場等のデー
タと平衡計算結果を詳細に比較する．2 流体
効果はプラズマのスケール長 L に依存し，サ
イズパラメータε = li / L（ここで，liはイオン
スキン長）が大きいほど，2 流体モデルの解
析が効果的となる．パラメータεは一般的に
0.03-0.2 程度で小さく，平衡方程式系は特異
摂動問題になる．この問題を解決するため，
これまで nearby-fluids オーダリングという手
法を用いていたが，このオーダリングが擬似
的なアルヴェン速度で特異点を生じさせる．
この問題を解決した平衡コードを新たに開
発する．開発した平衡コードは国内の QUEST，
HIST 等の装置に適用し，実験結果と比較検
討を行い，その平衡の性質を詳細に明らかに
することに貢献する． 
 
３．研究の方法 

nearby-fluidsオーダリングを用いず，高精度
化するためにグリッド数を多くとることにな
るが，計算時間を多く必要とする．そこで，
高 速 反 復 解 法 で あ る Multi-Grid Method
（MGM）を採用し，電子系平衡方程式を解き，
米国の球状トカマク装置NSTXの境界条件に
適用し，適用結果の妥当性を確認するために，
先行研究（A. Ishida and L.C. Steinhauer, Phys. 
Plasmas Vol. 19, 102512 (2012)）と比較検討を
行う．  
 NSTX の閉じ込め領域の中心対称軸を z 軸
とする円柱座標(r, θ, z)を用い，軸対称性を仮
定する．イオン面変数 ),( zrY と電子面変数

),( zrψ に対する 2流体平衡方程式はそれぞれ 
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で記述され，非線形 2 階偏微分方程式の組で
表され，密度 n(r, z)に対する一般化された
Bernoulli の式は 
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を導出する．ここで， ,u ,θB ε はそれぞれイ
オン流速，トロイダル磁場，2 流体パラメー
タである．各粒子種（イオン： i=α , 電子：

e=α ）に対して， ,αψ ,αF αT は各面変数の関
数であり，それぞれポロイダル流速に対する
流れ関数，一般化された Gibbs の自由エネル
ギー，温度を表す．これらの 6 つの関数は適
切な関数形を採用することによって，実験デ
ータを反映するように仮定される．方程式(2)
は r=0 の位置で特異であるため，r 方向 の
みを 2/2rx ≡ を用いて座標変換を行うと，方
程式(2)は 
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として書き直される．計算領域と境界条件は
図 1 に示されている． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 1 NSTX 装置の計算領域と境界条件． 



図3 方程式(4)の右辺の z=0上の値の
平均値のグリッド数に対する依存性． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 上で述べた仮定と境界条件の下で，方程式
(1)-(4)は以下のような反復解法で数値的に解
かれる．(1st Step) 方程式(4)の右辺を仮定し，
MGM を用いて 2 次精度で差分近似した方程
式(4)を解く．(2nd step) Y と θB を 
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を用いて更新する．ここで，nearby-fluids モ
デルと Ampere の法則 
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を利用している．(3rd step) θu は方程式(1)を
θu で解いた式 
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を用いて更新する．ここで，2nd step で得ら
れたY と θB を用いると共に式(9)で得られた

θu を用いてY と θB を修正する．(4th step) n
は式(3)を用いて更新する．ここで，ポロイダ
ルイオン流速 pu  

nr
i

p
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と3rd stepで得られた θu を利用する．(5th step) 
ψ はその収束条件 
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を用いて収束状況を確認し，ψ , Y , θB , 
θu , n を用いて方程式(4)の右辺を更新する．

上記の Step は十分な収束が得られるまで繰
り返される．ここで，k はこの反復により構
成される外側ループの反復回数であり， outerε
は収束判定子である．MGM による方程式(4)
の計算は内側のループの反復を構成する． 
 
４．研究成果 
開発した平衡コードの妥当性を確認するた

めに，研究の方法で述べた先行研究の平衡解
ψ と比較を行い，ψ が一致することを確認し
た．図2の等高線はこの先行研究の入力パラメ
ータと面関数係数に基づいて計算を行うこと
によって再構成されたNSTXのψ である． 
 ψ の収束特性について調べる．図 3 は方程
式(4)の右辺の z=0上の値の平均値のグリッド
数に対する依存性を示している．この平均値
はグリッド数に対して逆 2 乗収束しており，
数値的に安定な収束特性を示していること
が分かる． 
 図 4 は MGM の平滑化ステップで用いた
sweeper（damped Jacobi 法，Gauss Seidel 法，
SOR 法）に対するψ の残差の依存性を示して
いる．damped Jacobi 法による残差の縮小率は
Gauss Seidel 法や SOR 法によるそれよりも大
きい．Gauss Seidel 法による残差の縮小率はほ
ぼ一定であり，SOR 法のそれとほとんど同じ
である．このことは damped Jacobi 法が効果
的に残差の高周波数成分を除去しているこ
とを示唆している． 
図 5は外側ループの反復回数に対するψ の

残差の依存性を示している．残差は反復回数
が増えるにつれて，減少している．damped 
Jacobi 法による残差の縮小率は Gauss Seidel
法や SOR 法によるそれよりも大きい．これは
図 4 により示された damped Jacobi 法の良好
な収束特性によると考えられる． 
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図 2 NSTX 装置における典型
的な球状トカマクの 2 流体平衡．
等高線は平衡解ψ である． 



図 5 外側ループの反復回数
に対するψ の残差の依存性． 

図 6 ψ の残差に対する CPU 時間の依存性． 

図 7 グリッド数に対する CPU 時間の依存性． 

図 4 MGM の平滑化ステップで用いた
sweeper（damped Jacobi 法，Gauss Seidel
法，SOR 法）に対するψ の残差の依存性． 

(b) 外側ループの 2 回目の反復 

(a) 外側ループの 1 回目の反復 

(c) 外側ループの 3 回目の反復 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
図 6 はψ の残差に対する CPU 時間の依存

性を示している．平滑化ステップで damped 
Jacobi 法を用いた MGM の CPU 時間は，残差
が 11107.8 −× のとき SOR 法のみのそれよりも
約 60 倍短い．平滑化ステップで Gauss Seidel
法を用いた MGM の CPU 時間は，平滑化ステ
ップでSOR法を用いたMGMのそれとほぼ同
じである． 
図7はグリッド数に対するCPU時間の依存

性を示している．平滑化ステップで damped 
Jacobi 法を用いた MGM の CPU 時間は，グリ
ッド数の 2 乗が 6104.1 × のとき SOR 法のみの
それよりも約 16 倍短い．  
 平滑化ステップで damped Jacobi 法を用い
た MGM は 2 流体平衡方程式を数値的に安定，
高精度，高速に計算することができる有効な
方法であることを確認した． 
 今後の展開として，開発した平衡コードを
国内の QUEST，HIST 等の装置に適用し，実
験結果と比較検討を行い，その平衡の性質を
詳細に明らかにしていきたい． 
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