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研究成果の概要（和文）：線形時変システムに対して微分可制御部分空間の概念を導入した。ある初期状態が無
限小時間区間上で原点に遷移可能であるときに微分可制御な状態であると定義する。微分可制御な状態の集合を
微分可制御部分空間と呼ぶ。区分解析的なシステムに対して微分可制御部分空間の計算方法を提案した。さら
に、微分可制御部分空間が座標変換に依存しないことや、微分可制御部分空間が状態遷移行列の時間発展に関し
て係数行列が解析的な時間区間上で不変であることを示した。

研究成果の概要（英文）：In this work, the new concept of differentially controllable subspace is 
introduced. A state of the linear time-varying system is said to be differentially controllable if 
the state can be transferred to the origin in an arbitrary small time-interval. The set of 
differentially controllable states is said to be the differentially controllable subspace. 
Computational procedures are presented for piecewise analytic linear time-varying systems. Then, it 
is shown that the differentially controllable subspace are invariant with respect to the coordinate 
transformation. It is also shown that the differentially controllable subspace are invariant with 
respect to the state transition on each time-interval on which the coefficients matrices are 
analytic. 

研究分野：制御工学
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１．研究開始当初の背景 
 
近年“点に止める制御”から“運動の制御”

への関心が高まっている。例えば宇宙工学の

分野では、人工衛星の軌道制御や磁気トルカ

の姿勢制御が一例である。“点に止める制御”

は局所的には線形時不変システムに対する

安定化問題を扱うことになるのに対し,“運動

の制御”では局所的には線形時変システムの

安定化に帰着される。現在では、線形時変シ

ステムの研究は完成の域に達したと認識さ

れているようである。ところが、従来研究を

精査したところ、線形時変システムの従来研

究を比較すると相矛盾することが明らかと

なった。そこで、線形時変システムの研究の

再構築が必要と考えている。 
 
線形時変システムは、1960 年代に Kalman

が現代制御理論を創始した当時では、制御系

解析・設計の標準的な枠組みであり、その重

要性はいうまでもない。可制御性、可観測性、

カルマン正準分解、実現問題、最適制御、カ

ルマンフィルタ、などすべての理論が線形時

変システムの枠組みにおいて解が与えられ

た。その後、代数的な構造をもつ線形時変シ

ステムの研究が主流となり、Kalman 自身、

Kamen、Ilchmanなどにより、現在に至るま

で数多くの研究成果が得られている。これら

の研究は高度に抽象化されているものの、現

実の制御対象への適用可能性が明らかでは

なく、工学的な重要性には疑問の余地がある。

近年、Sandberg ら(2004)が(特に代数的な構

造を持たない)一般的な線形時変システムの

モデル低次元化手法を行い次元の変わる線

形時変システムを構成することを提案し、

Van Willigenburg ら(2008)が時間とともに

可制御性の構造が変わるシステムの解析を

議論した。このように、特に代数的な構造を

持たない一般的な線形時変システムが再び

注目を集め、時変システムに潜む時変構造の

解明が望まれる現状にある。 

応募者はH16年から「小型人工衛星用・磁気

トルカ姿勢制御系の開発」と題して姿勢制御

系の研究を行い、基礎検討段階において可安

定性判定条件を調べたところ、線形周期シス

テムの正準分解の理論に誤りがあることを

発見した(Bittanti and Bolzeron, 1985)。そ

こで可安定性判定条件や正準分解に立脚し

た制御問題は未解決であり、再検討の必要が

あるという結論に至った。H20年から「線形

周期システムの可安定性解析」と題して線形

周期システムの正準分解に取り組み、H24年

から「微分可制御性に基づく線形周期システ

ムの解析アルゴリズム」と題して線形周期シ

ステムの微分可制御性と可制御性の乖離に

ついて研究を行った。 
 
２．研究の目的 
 
申請者により拡張された正準分解の理論で

は可制御部分空間の性質を調べることが鍵

となる。 可制御部分空間は可制御性グラミ

アンの像として定義されるが、その具体的な

計算は容易ではない。本研究は線形時変シス

テムの状態空間の構造を調べるための道具

立てを提案することを目的とする。特に、申

請者が線形周期システムに対して提案した

微分可制御部分空間の概念を線形時変シス

テムに対して拡張し、様々な解析手法を提案

することを目的とする。 
 
３．研究の方法 
 
本研究は理論研究であり数学的な議論の積

み重ねにより研究を遂行した。提案された解

析手法のアルゴリズム化を意識して、いろい

ろな例題を考え、シンボリックなソフトウェ

アによる検証を重ねた。さらに、応用面から

の問題設定の再確認を目的として、いくつか

の具体的な制御問題に対して線形時変シス

テムに対する応用事例を探す試みを行った。 

 

 



４．研究成果 

 

微分可制御性とは Weiss により 1965 年に提

案された概念である。ある時間区間の任意の

部分時間区間上で線形時変システムの任意

の初期状態を原点に遷移させることができ

るときに、線形時変システムはその時間区間

上で微分可制御と定義する。任意の時間区間

において微分可制御であるならば、線形時変

システムは微分可制御と定義する。このよう

に微分可制御性とはシステムの性質を特徴

付ける概念であり、個別の初期状態の特徴づ

けに適した概念ではない。本研究では、ある

初期時刻における初期状態を十分短い時間

区間上で原点に遷移させることができると

きに、線形時変システムのその初期時刻にお

けるその初期状態は微分可制御であると定

義した。その初期時刻における任意の初期状

態が微分可制御であるときに、線形時変シス

テムはその初期軸において微分可制御であ

ると定義した。任意の初期時刻において微分

可制御である問いに、線形時変システムは微

分可制御であると定義した。システムに対す

る微分可制御性の定義としては等価である

が、本研究で導入された定義に従い、微分可

制御な初期状態という概念が新たに提案さ

れたわけである。さらに、ある初期時刻にお

いて微分可制御な状態の集合を考えると、そ

の集合はベクトル空間としての構造を示す

ことができる。これにより、微分可制御な初

期状態の集合を微分可制御部分空間と定義

した。以上により、線形時変システムに対し

て「微分可制御部分空間」の概念を導入した。 

 

微分可制御部分空間を導入したら、具体的に

数式表現できることが望ましい。数式表現を

導出するために、可制御部分空間との類似点

に着目した。線形時変システムにおける可制

御性グラミアンは 2変数関数である。可制御

性グラミアンの積分の始点を初期時刻に取

り、積分の終点を十分に大きな有限時刻とと

ることにより、可制御部分空間は可制御性グ

ラミアンの像空間として計算可能である。終

点を十分に大きな有限時刻ととることは、線

形時変システムの可制御性が有限時刻にお

いて原点に遷移可能であることに対応して

いる。一方、線形時変システムの微分可制御

性は初期時刻に十分近い将来に原点に遷移

可能であることに対応する。そこで、可制御

性グラミアンの積分の始点は初期時刻とし

て、積分の終点は初期時刻に十分近い将来と

して、微分可制御部分空間は可制御性グラミ

アンの像空間として計算可のであることを

示した。ただし、初期時刻に十分近い将来と

いう表現を正確に表現するためには工夫が

必要であり、初期時刻より先の時刻を考え、

その初期時刻よりは前の時刻に原点に遷移

できれば良いとみなすことにより数式表現

できた。具体的には、初期時刻より先の時刻

において和集合を取り、その時刻よりは前の

時刻を考えるところにおいて積集合を取る

ことにより、初期時刻に十分近い将来という

表現を数式表現できた。 

 

微分可制御部分空間の数式表現を導入した

ら、具体的に計算できることが望ましい。直

接計算は困難なので、微分可制御部分空間の

直交補空間を求めることを考えた。初期時刻

を固定したときに、直交補空間の元は定数ベ

クトルである。そこで、可制御性グラミアン

の積分の始点は初期時刻として、積分の終点

は初期時刻に十分近い将来として、可制御性

グラミアンを構成したら、可制御性グラミア

ンに左右からかけたら零ベクトルとなるよ

うな非零ベクトルを求めることを考えた。積

分に定数ベクトルをかけたら、定数ベクトル

は積分の中に移行することができる。可制御

性グラミアンは半正定対称行列であって、可

制御性グラミアンに左右から定数ベクトル

をかけたものが零となるなら、非積分関数に



左右から定数ベクトルをかけたものは零で

ある。そこで、初期時刻から初期時刻に十分

近い将来に渡る時間区間を考え、その時間区

間上で、可制御性グラミアンの非積分関数に

かけたら恒等的に零ベクトルとなるような

非零ベクトルの全体により微分可制御部分

空間の直交補空間を計算することができる。

この計算方法は、可制御性グラミアンの積分

表現から派生しているので、「積分公式」と

名付けた。 

 

積分公式は任意の時間区間上で適用可能で

あるが、十分に近い将来という取り扱いにく

い概念に立脚しており、計算が容易とは言え

ない。そこで、線形時変システムの係数行列

が区分的に解析的であるという仮定を置く

ことにより、積分公式とは異なる計算方法も

提案した。区分的に解析的であるとは、時間

軸を各時間区間は無限小ではないとして可

算無限個の時間区間に分割して、各時間区間

の内点の近傍ではテーラー級数展開である

という意味である。線形時変システムの係数

行列が区分的に解析的であるならば、状態遷

移行列もそれぞれの引数に関して区分的に

解析的となる。可制御性グラミアンの非積分

関数は状態遷移行列と係数行列から構成さ

れるので、非積分関数もテーラー級数展開可

能である。非積分関数に含まれる初期時刻は

固定することにして、積分を行う変数に関し

てテーラー級数展開を計算する。すると、積

分公式と等価な条件として、係数行列の積と

微分を再起的に繰り返して得られる無限系

列を横に並べて得られる行列の像空間によ

り微分可制御部分空間を計算することがで

きる。この計算方法は、係数行列の微分計算

を要するので、「微分公式」と名付けた。 

 

積分公式と微分公式はそれらを計算可能な

時刻においては等価である。積分公式の方が

任意の時間区間上で適用可能であるのに対

し、微分公式は係数行列がテーラー級数展開

可能な時間に限定されるので、積分公式の方

が適用可能な状況は広い。積分公式では状態

遷移行列の計算が必要であり、さらに初期時

刻に十分近い将来にわたる微小時間区間上

でのシンボリックな計算が必要であるのに

対し、微分公式では係数行列の積と微分計算

を繰り返し行い初期時刻における計算で完

結する意味では微分公式の方が簡潔に計算

できる。区分解析的な線形時変システムにお

いて積分公式と微分公式の違いは、係数行列

が解析的となる時間区間の端点に現れる。具

体的な数値例題において、微分公式は端点で

は適用できないが、積分公式は端点で適用で

きることを例示した。 

 

積分公式も微分公式も特定の座標系におけ

る状態遷移行列や係数行列を使って計算さ

れる。微分可制御部分空間は状態空間の部分

空間であるからには、積分公式も微分公式も

座標系に依存しないことが期待される。状態

遷移行列や係数行列に座標変換を施し、具体

的に計算することにより、積分公式に関する

座標変換規則を導出した。座標変換前後で、

積分公式の式の構造は一致するので、積分公

式は座標系に依存しないことが示せた。微分

公式における、係数行列の積と微分計算に関

しても、座標変換を施して具体的に計算する

ことにより、微分公式に関する座標変換規則

を導出した。座標変換前後で、微分公式の式

の構造は一致するので、微分公式も座標変換

に依存しないことが示せた。 

 

微分可制御部分空間はその定義から明らか

なように、初期時刻から初期時刻に十分近い

将来にかけての十分に近い時間区間上で定

義されるので、異なる時間で定義された二つ

の微分可制御部分空間を関係付けることは

容易ではない。一方、可制御部分空間は逆時

間方向への状態遷移に関して不変性があり、



さらに時間軸を有限個の時間区間に分割す

ると、各時間区間上では順時間方向へ状態遷

移に関しても不変性があることを示すこと

ができる。これらの性質を用いて、係数行列

が解析的となる時間区間上で微分可制御部

分空間の推移を議論する。証明は煩雑なので

詳細は割愛するが、微分可制御部分空間の対

となる微分可到達部分空間も導入して、微分

可制御部分空間は逆時間方向に不変であり、

微分可到達部分空間は順時間方向に不変で

あり、微分公式により両者は一致するので、

結果として、微分化制御部分空間も微分可制

御部分空間も係数行列が解析的となる時間

区間上で順逆いずれの時間方向へも状態遷

移に関して不変性があることを示すことが

できる。この結果は、可制御部分空間や可到

達部分空間の構造をより詳細に解明してい

く上で鍵となる重要な道具となりうると期

待される。 

 

応用面からの問題設定の再確認を目的とし

て、振動制御やエネルギー回生の研究などに

も取り組んだ。本研究で得られた成果との融

合は今後の課題であるが、学会発表の場を通

じて線形周期システムの具体例を情報収集

することができたので、引き続き研究を深化

していきたい。 
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