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研究成果の概要（和文）：時空間データを解析するための代表的確率モデル定常確率場に対するパラメトリック・モデ
ルの妥当性を検定する際に、観測値のフーリエ変換に基づく新たな検定統計量を提案した。この検定統計量はピリオド
グラムと呼ばれるフーリエ変換の絶対値の2乗を異なった周波数において計算しそれをカーネル関数で平滑化した量で
ある。想定したパラメトリック・モデルが正しいという帰無仮説の下で、この統計量はカーネル関数の積分のみに依存
し他の未知の量には依存しない簡潔な漸近期待値と分散をもつ。したがって実際のデータ解析にも簡単に応用できる。
また現在確認中であるが漸近正規性も成立すると予想される。

研究成果の概要（英文）：We proposed a new test statistic based on discrete Fourier transformas of 
spatio-temporal data for parametrics models of stationary random fields.
It is constructed by smoothing periodograms of different frequencies by a kernel function. Under the null 
hypothesis in that a supposed parametric model is true, the test statistic has simple asymptotic 
expectation and variance, and hence it can be implemented easily to analyze acutual data. Furthermore it 
is expected that it is asymptotically normally distributed.

研究分野： 統計科学・計量経済学

キーワード： 時空間統計解析　周波数領域解析　時空間データ　不規則間隔データ　大規模時空間データ
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
時空間統計データは、たとえば環境学では

地球温暖化・地震の発生時点・地点の研究、
疫学では伝染性疾病の感染経路の研究、経済
学では都市の発生・発展過程あるいは産業の
集積過程の研究など遍く広範な学問分野に
存在する。 
 これらの時空間データを解析する様々な
統計学的手法も提案され、その理論的性質の
解明および実際の時空間データを解析する
際の有用性についての研究も近年目覚まし
い発展を遂げている。 
 その中で従来時系列データを解析する際
の代表的かつ有用な手法として観測値のフ
ーリエ変換を用いる手法がある。様々な周波
数におけるその強度を明らかにすることに
より、データに内在する支配的な周期を検出
すること、あるいは将来の値の予測などの目
的に応用する。 
 創始者のフーリエ以来フーリエ解析は 200
年以上の歴史を持つが、解析学においてはフ
ーリエ級数が各点収束、一様収束、概収束、
平均 2乗収束するための十分条件などが明ら
かにされてきた。また熱伝導などの物理現象
の定式化などにも応用されている。 
 一方時間の推移とともに観測される時系
列データの解析のために、フーリエ解析は 19
世紀の終わり頃から応用され始め、たとえば
太陽の黒点の周期の検出などに利用されて
いる。その後 20 世紀に入ってからは確率過
程の理論的発展と相伴って、中でも定常過程
にしたがう観測値のフーリエ変換の理論的
性質の解明は、観測値間の自己相関が時間差
の増大とともに速やかに 0へ収束する短期記
憶過程から減衰の速度が緩慢な長期記憶過
程に至るまで大きな発展を遂げてきた。 
実用上も等間隔で並んだ異なる周波数に

対するフーリエ変換は一般的な仮定の下で
漸近的には互いに無相関になるので、時間領
域では解析的に表現することが困難な尤度
関数の近似表現を周波数領域で容易に得る
ことができる。また大規模データに対しても
高速フーリエ変換などを用いれば迅速に計
算可能になるという利点をもつ。 
一方時空間データに対する周波数領域の

解析についての研究は 21 世紀に入ってから
本格的になったが、まだ未解明な点が多々あ
る。また応用上の有用性についての研究も緒
に就いたばかりである。 
本研究では時系列解析における定常過程

を一般化した定常確率場あるいは固有定常
確率場と呼ばれる非定常確率場における観
測値のフーリエ変換、この場合は時系列デー
タと異なり 1変数ではなく多変数フーリエ変
換になるが、その理論的性質、どこまで定常
過程の場合のアナロジーが成立するか？さ
らにどこから先は定常確率場特有の性質が
成立するかを明らかにする。この性質に基づ
き時空間統計解析における推測理論の発展
に寄与するとともに実際のデータ解析への

応用可能性を検討する。 
 
２．研究の目的 
(1)上述の背景の下で、まず定常確率場から得
られた観測値の離散フーリエ変換およびそ
の絶対値の 2乗であるピリオドグラムの漸近
的性質を導く。 
(2)定常確率場に対するパラメトリックモデ
ルの統計的仮説検定において、新たな検定統
計量を提案する。(1)で導出した離散フーリエ
変換およびピリオドグラムの性質に基づき、
提案した検定統計量の理論的性質を明らか
にする。 
(3)離散フーリエ変換、ピリオドグラム、およ
び検定統計量の理論的性質を明らかにする
場合に 2 つの点に留意する。時系列データに
おいては日次、週次、4 半期など等間隔時点
で観測される場合が多い。一方時空間データ
においては、観測地点・時点が不等間隔な場
合が多い。本研究では観測地点・時点がラン
ダムに選択されるという枠組みの中で理論
展開を考える。 
 また時空間データは観測地点が地球規模
になる場合や、リモートセンシングなどによ
り観測される場合など観測値の総数は膨大
な数になることがある。このような大規模デ
ータに対しても迅速に効率的計算可能な検
定統計量を提案する。 
(4)サンプル数が増えていくとき統計量の有
限分布が漸近分布へ収束する速度が遅い場
合、有限分布を近似する computer-intensive
な方法として Bootstrap 法がある。これは観
測値をランダムに取り出しシミュレーショ
ンを行う方法である。定常過程に対しては既
に周波数領域において、離散フーリエ変換や
ピリオドグラムを用いた Bootstrap 法が提案
され、その理論的正当性も保証されている。
可能ならばこれらの結果が定常確率場にお
いても成立するか否かを明らかにする。 
(5)また非定常確率場の代表的なモデルとし
て固有定常確率場がある。これは異なった 2
地点・時点で観測された値の差分が定常確率
場になる確率場である。固有定常確率場に対
するパラメトリックモデルも種々提案され
ているが、パラメータの推定法およびその理
論的性質を議論した論文は少ない。固有定常
確率場は定常増分を持つ確率過程を確率場
に一般化したものである。ある種の定常増分
を持つ確率過程についてはピリオドグラム
に基づく推定量が一致性をもち極限分布は
正規分布にしたがうことが導かれている。可
能であればこれらの結果がやはり固有定常
確率場において成立するか否かを明らかに
する。 
 
３．研究の方法 
(1) 時空間データを解析するための統計モ
デルは、今までに様々なものが提案されてい
る。その代表的なモデルのひとつであり、実
際のデータ解析においても頻繁に応用され



てきたのが時空間定常確率場である。 
定常確率場は時系列解析における定常過

程の一般化であり、各地点・各時点における
観測値の期待値が変化せず一定の値をとり、
また異なった地点・時点における観測値間の
共分散が地点・時点をベクトルに表現したと
き、そのベクトル差のみの関数になるモデル
である。 
本研究ではまず時系列解析における代表

的な解析手法である観測値の離散フーリエ
変換、ピリオドグラムの理論的性質を明らか
にする。特に上述のように観測地点・時点が
固定されておらずランダムな確率変数に従
う場合について議論する。この場合理論的性
質の導出は観測地点・時点が固定されている
場合に比べ格段に難しくなる。たとえば定常
確率場の同時確率分布が多変量正規分布に
したがう正規定常確率場であっても、観測地
点・時点がランダムになるともはや観測値は
正規分布にしたがわず、統計量・推定量のモ
ーメントの計算などが格段に複雑になる。こ
のような状況の下で、離散フーリエ変換、ピ
リオドグラムがどのような性質をもつか明
らかにする。 
(2)次に定常確率場に対するパラメトリック
モデルの検定にピリオドグラムを用いた検
定統計量を提案し、(1)で導出した結果に基
づき、検定統計量の漸近的性質を明らかにす
る。漸近理論の枠組みとしては、観測値が得
られる領域が無限大に発散すると同時に隣
接する観測地点・時点間の距離が狭まってい
く混合漸近理論(Mixed Asymptotics)を採用
する。 
(3)離散フーリエ変換やピリオドグラムを用
いた Bootstrap 法を提案し、その漸近的性質
を明らかにする。 
(4)離散フーリエ変換やピリオドグラムを用
いて、固有定常確率場に対するパラメトリッ
クモデルを規定するパラメータの推定法を
提案しその漸近的性質を導く。 
 
４．研究成果 
(1)異なったフーリエ周波数における離散フ
ーリエ変換は、観測地点・時点が互いに独立
で同一な一様分布にしたがってランダムに
選択される場合、混合漸近理論のもとでは無
相関になることを導いた。これは定常過程の
場合かつ観測時点が等間隔に並んでいる場
合の一般化が成立することを意味する。 
 しかし定常過程との違いは、フーリエ周波
数が定常確率場はベクトルになるので、異な
るベクトルでも異なる成分の個数に依存し、
異なる成分の個数が多いほど共分散が0へ収
束する速度が迅速であることを明らかにし
た。 
ピリオドグラムは離散フーリエ変換の絶対
値の 2乗であるから同様の性質をみたす。 
(2)上記（１）の結果に基づき、定常確率場
に対するパラメトリックモデルを検定する
ための新たな検定統計量を提案し、その漸近

的性質をいくつか導いた。アイディアはまず
ピリオドグラムを、カーネル関数を用いて平
滑化し、各周波数におけるスペクトル密度関
数の一致推定量を構成する。次に単純帰無仮
説の下では真のスペクトル密度関数、複合帰
無仮説の下では想定したパラメトリックモ
デルのパラメータ推定量を代入したスペク
トル密度関数各々と上述の一致推定量との
差の2乗をある領域に属するフーリエ周波数 
すべてに渡って足し合わせたものを検定統
計量とする。この統計量が小さい値を取る時
は帰無仮説を棄却せず、逆に大きい時は棄却
する。   
検定統計量を構成する際のひとつの工夫

は、検定統計量を観測値の測定単位に依存せ
ず尺度不変にするために、単純帰無仮説の下
では真のスペクトル密度関数、複合帰無仮説
の下では想定したパラメトリックモデルの
パラメータ推定量を代入したスペクトル密
度関数の値で差の 2乗を除すことである。 
その結果帰無仮説の下で、検定統計量の漸

近的期待値と分散は、未知の量には異存せず
カーネル関数の多重積分により簡潔に表現
できることが明らかとなった。したがって大
規模なデータに対しても迅速に計算可能で
あり、実用上も有用である。 
(3)帰無仮説の下で、検定統計量の 3 次以上
の高次キュムラントがサンプル数の増加と
ともに 0へ収束すれば、その極限分布は正規
分布になる。現在漸近期待値、分散を求めた
のと同じ方法でそれを示すべく計算中であ
る。 
(4)最後に研究目的・方法で述べた当初の目
標まで到達しなかったが、(1),(2)において
導出した結果より、以下の問題について今後
の展望について述べる。 
①本研究では観測地点・時点は一様分布に従
うと仮定したが、さらに一般の確率分布関数
にしたがう場合を考える必要がある。確率分
布関数が既知の場合にはその密度関数で観
測値を除したとき一様分布と同じ結果が成
立する。しかし未知の場合は密度関数の推定
量で除した場合、同様の結果が成立するか明
らかにしなければならない。 
②検定統計量の有限分布が極限分布へ収束
する速度が遅い場合、極限分布で近似する代
替的な手法として Bootstrap 法がある。定常
過 程 に 対 し て は 周 波 数 領 域 に お け る
Bootstrap 法が有効であることが理論的に示
されている。その際に本質的な性質は互いに
異なるフーリエ周波数対するピリオドグラ
ムが漸近的に無相関になることである。(1)
で述べたように、本研究の理論的枠組みの中
でも同様の性質が成立する。したがって定常
過程において同様にBootstrap法が有効であ
ることが期待できる。 
③パラメータが 1次元の場合、固有定常確率
場は増分が定常となる確率過程である。定常
過程のパラメトリッおクモデルに対する推
定方法として Whittle 法がある。これは定常



過程がGauss過程の場合の最尤推定法をピリ
オドグラムによって近似した推定方法であ
る。 
この推定法は漸近的には最尤推定法と同

じ分散を持つ漸近有効な推定法である。さら
にこの推定方法は定常増分をもつ確率過程
のパラメータ推定に用いても、ある仮定の下
で一致性をもちかつ極限分布が正規分布に
なることが導かれている。この場合も②で述
べた異なるフーリエ周波数対するピリオド
グラムが漸近的に無相関になることが本質
的である。したがって固有定常確率場のパラ
メータ推定においても、Whittle 法は一致性
をもち極限分布は正規分布になる推定法で
あることが期待できる。 
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