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研究成果の概要（和文）：最適化手法のほとんどは，入力データが既知のものであるという前提のもとにアルゴ
リズムが設計されている．しかし，多くの現実問題において入力データには曖昧さや不確定要素が内在してい
る．そこで，このような入力データの変動に大きく影響されないようなロバストな解を得るようなアルゴリズム
の開発が望まれている．
　本研究では，ロバスト性の基準として最大後悔最小化を考慮した一般化割当問題，およびΓロバスト基準を考
慮したナップサック問題に対して効率的なアルゴリズムを提案し，その理論的性質を解析した．また，計算実験
により提案手法の性能評価を行った．

研究成果の概要（英文）：Most of the optimization algorithms are designed under the assumption that 
we are given a fixed set of input data for the problem to be solved.  However, in real-world 
situations, input data may contain uncertainty and/or we may not have accurate estimates of the 
problem parameters when the optimization decision is taken.  For this reason, it is important to 
devise algorithms which obtain robust solutions that are not very sensitive to fluctuations in the 
input parameters.
We proposed heuristic and exact algorithms for the generalized assignment problem under min-max 
regret criterion, and those for the knapsack problem under Gamma-robust criterion, analyzing their 
theoretical properties. We also conducted computational experiments to evaluate their performance. 

研究分野：組合せ最適化
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
計画段階で別の解を選んでいればもっとうまくいったのに，と後悔することのないようにするためには，入力デ
ータがどのように変動しても大きく損することのないような解を得る必要がある．そのような変動の組合せは無
数にあるため，それらすべてに対して解の良し悪しを判断することは困難である．そのような変動の組合せのす
べてを列挙することなく変動に強い解を得るために，数理的な手法を導入することでこれを可能にし，そのよう
な仕組みを取り入れたアルゴリズムを開発した．代表的な組合せ最適化問題に対して提案手法を適用し，その有
効性を示した．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

情報技術の進歩に伴い，大量の情報資源を有効に利用する必要性が高まってきた．この目的
において重要な課題の多くが組合せ最適化問題として定式化できるが，応用上重要な問題は大
規模化・複雑化してきている．しかし，NP 困難性に代表されるように，多くの組合せ最適化問
題に対し，問題規模が大きい場合，厳密な最適解を得ることが極めて困難であることが知られて
いる． 

このような問題を現実的に解決する方法としてさまざまな最適化手法が提案されてきている．
厳密な最適解を求める手法である分枝限定法や動的計画法，最適性の保証はないが良質の解を
出来るだけ効率良く求めようとする発見的解法などである．分枝限定法に基づくアルゴリズム
は近年その性能が向上しており，実用的で汎用性の高い解法として多くの数理計画ソフトウェ
アのエンジンとして利用されている．また，メタ戦略は，発見的解法の多様なアイデアをうまく
組み合わせることによって高い性能を得ようとするパラダイムであり，その有用性は広く認知
されるようになってきた． 

 
２．研究の目的 

最適化手法のほとんどは，入力データが既知のものであるという前提のもとにアルゴリズム
が設計されている．しかし，多くの現実問題において入力データには曖昧さや不確定要素が内在
している．たとえば，生産計画を立てるために最適化問題を解く段階では需要が確定しておらず，
需要予測に基づいて計画を行うケースは多い．このような例では，計画の実行が終了した時点で
は需要ははっきり定まっており，確定した需要に基づいた実績によって計画の善し悪しが判断
される．したがって，「計画段階で別の判断をしていればもっと利益が上がったのに」と後悔す
ることのないような計画が望まれる．このような不確定要素を深く考慮せず，たとえば予測値を
そのまま入力データとして既存の最適化手法を適用して得られた解を用いたのでは，入力デー
タの変動に大きく影響されないような解を与える機能がないため，大きな後悔を招く恐れがあ
る．たとえば，渋滞予測に基づいて平均所要時間最短のルートを選んでも最も早く着くとは限ら
ない． 

そこで，このような入力データの変動に大きく影響されないようなロバストな解，すなわち
変動の組合せによって生じ得るどんな場合に対しても後悔の度合いが小さい解を得るようなア
ルゴリズムの開発が望まれている．このような問題を解決するためのアルゴリズム設計の方法
論の確立と，効率的なアルゴリズムの開発を研究目的とする． 

 
３．研究の方法 

最適化問題を解くことによって後悔の度合いを評価するという枠組みを代表的な組合せ最適
化問題に対して適用し，効率的な解法を設計するためのアイデアを検証していく．最適化手法と
しては，分枝限定法に基づく厳密解法と，発見的解法の両方を対象とする．そのいずれにおいて
も，数理計画的手法に基づく効率化の手立てを開発し，問題への適用を目指す．対象とする組合
せ最適化問題としては，代表的な NP 困難問題の中から，ナップサック問題や一般化割当問題な
どのような構造が複雑でない基本的なものを用いる．そのような問題では，数理計画のさまざま
な手法を利用しやすく，よいアルゴリズムを開発できる可能性が高いからである．また，スケジ
ューリング問題やパッキング問題のようなより複雑な構造を持つ問題についても検討を行う． 
 
４．研究成果 

目的関数に現れるパラメーターが与えられた区間の中でパラメーターごとに独立に変動する
区間シナリオモデルに関する最大後悔最小化基準の一般化割当問題に対して数理的アプローチ
を用いた厳密解法および発見的解法を構築し，その性能を計算実験によって検証した．一般化割
当問題は，𝑛個の仕事と𝑚個のエージェントが与えられたときに，各エージェントの資源制約を
違反しないという制約のもとで，各仕事をひとつのエージェントに割り当て，その際の割当コス
トの合計を最小化する問題である．この問題は代表的な組合せ最適化問題のひとつであり，NP困
難であることが知られている．仕事とエージェントのペアのおのおのに対して割当コストと資
源要求量がパラメーターとして与えられ，また，各エージェントが持つ利用可能資源量が与えら
れる．これらの入力パラメーターのうち，目的関数に含まれる割当コストのおのおのが与えられ
た区間内で自由に変動するモデルを考察した．そのような区間の中から特定の値を選んですべ
てのコストの具体的な値を定めたものをシナリオという．ある割当に対して，その割当のコスト
はシナリオによって異なる．あるシナリオ𝑠のもとでのある割当𝑥のコストと，そのシナリオsに
よる目的関数に対する最適解のコストとの差を後悔という．また，割当𝑥の後悔を最大にするよ
うなシナリオを，割当𝑥に対する最悪シナリオという．最悪シナリオに対する後悔の度合いを最
小にするような割当を求めることが本問題の目的である． 

シナリオとして，割当コストが取りうる値の組合せを考えると，その数は無限であるが，特
定の解，すなわち仕事のエージェントへの割当を指定すると，その割当に対しては，その割当の
後悔を最大にする最悪シナリオのひとつがわかれば，無限の組合せに対して後悔の度合いを調
べる必要がない．このような最悪シナリオを解析的に求める補題を用いることで，この問題の数
理計画問題としての定式化における目的関数の入れ子構造を 1 段階減らすことができる．この
ようなアイデアに基づいた定式化を利用することで，提案手法の効率を実現している． 



発見的解法としては，コストの変動の範囲の間からどの値を選ぶかをあらかじめ適当なルー
ルで定め，そのシナリオに対する一般化割当問題を解くことによって解を得る，シナリオ固定法
を提案し，検証した．その際，シナリオの固定方法によってアルゴリズムの性能は変わりうる．
本研究では，すべての係数を区間の中央に指定する中央コストシナリオ，最小値に指定する最小
コストシナリオ，および最大値に指定する最大コストシナリオの３通りを検証した．このうち，
中央コストシナリオに対しては，得られる解の後悔の度合いが最適値の 2倍以下に収まること，
すなわち精度保証ができることを理論的に証明した．また，このアルゴリズムに対してはこの解
析がタイトであることを，アルゴリズムが実際に最適値の 2 倍の目的関数値を持つ解を出力し
てしまう問題例を作成することで示した． 

もうひとつの発見的解法として，もとの問題の数理計画問題としての定式化(MMR-GAP)におい
て，部分問題を表現する式をその双対問題に置き換えることで得られる問題(D-MMR-GAP)を解い
て解を得る，双対代替法を提案した．この方法に関して，D-MMR-GAP の最適値が MMR-GAP の最適
値の上界を与えることや，双対代替法によって得られる解の最大後悔の度合いは，D-MMR-GAP の
最適値以下であることなどを証明した．さらに，双対代替法では，最適値に対する解の精度を最
適値の定数倍で抑えることができないことを証明した．なお，このように理論的には双対代替法
に否定的な結果が得られたものの，この結果は特殊な問題例に対するものであり，実験結果では
良好な性能を観測している． 

実際，計算実験の結果，シナリオ固定法として検証した上述の 3 種のアルゴリズムに比べ，
双対代替法の性能が高いことを確認している．表 1にこれら 4 種のアルゴリズムの比較を示す．
表中の Fixed-Scenario はシナリオ固定法 3 種（左から順に最小コストシナリオ，中央コストシ
ナリオ，最大コストシナリオ），DSは双対代替法の計算結果であり，表中の数値は最適値からの
誤差（％）である．表より，双対代替法の結果が良好であることが確認できる． 

 
表 1．シナリオ固定法と双対代替法の比較 

 
厳密解法としては，ベンダーズ分解のアイデアに基づいて，シナリオを表現する制約を少数

から始めて，その少数のシナリオからなるモデルに対する最適な割当を求め，得られた割当に対
する最悪シナリオを表現する制約を制約群に追加して行く手法を提案した．このような手法に
おいて初期の制約群に制約が 1 つしかないときの目的関数値の範囲を解析する補題を示すとと
もに，その補題に基づいて，初期の制約として加えるべき制約として，中央コストシナリオを用
いたシナリオ固定法によって得られた解を利用することで，初期の目的関数値を最良にできる
ことを示している． 

厳密解法として，分枝カット法に基づく手法も提案した．線形緩和問題とベンダーズカット
の追加に基づく基本的な分枝カット法に加えて，ラグランジュ緩和や 8 種のルールを用いた変
数固定法を組み合わせたより高度な分枝カット法も提案した．ラグランジュ緩和問題を解く上
で，ナップサック問題を繰り返し解く必要があるが，この部分に動的計画法を用い，その計算過
程をうまく活用することで緩和問題の求解の効率化を図っている．また，ベンダーズカットにつ
いては，その制約を多く入れるほど下界値はよくなるものの，下界値を得るための計算に時間が
かかるため，どの程度追加するかについては工夫が必要である．この点について 3種の戦略を提
案し，その性能を比較検討した．その結果，追加するか否かの判断を適応的に行う手法の効果が
高いことを確認した． 

ベンダーズ分解に基づく厳密解法に比べ，ラグランジュ緩和を用いた分枝カット法はとくに
タイプ A と E と呼ばれる問題例群に対して有効であることが確認できた．また，提案手法によ
り，タイプ A, B, C および Eの合計 240 問のうち 102 問に対して厳密な最適解を得ることに成
功している．表 2に計算結果を示す．表中のBenders の欄はベンダーズ分解に基づく手法の結果
であり，basic B&C と Lagrangian-based B&C はそれぞれ分枝カット法とラグランジュ緩和を用
いた分枝カット法による結果である．表の数値は，3種のアルゴリズムの中でその手法が最も短
い計算時間で最適解を得た問題例の数を表し，括弧の中の数値は 1 時間以内にその手法が最適
解を得た問題例の数を表す（いずれも大きいほど良い結果と言える）． 

 



表 2．厳密解法の計算結果 

 
最大後悔最小化問題など，ロバスト最適化問題を解く上で，その元の（古典的な）組合せ最

適化問題を解くことが必要であり，そのような研究も並列して行う必要がある．（古典的な）一
般化割当問題に関しては，以前提案したメタ戦略に基づく手法を含め，非常に多くのアルゴリズ
ムがこれまでに提案されているため，そのサーベイを行った．また，そのようなアルゴリズムの
中で特に高性能であることが報告されているものを，より大規模な問題例に対して適用する計
算実験を行い，比較検討した．その結果，汎用の MIP ソルバー（混合整数計画問題（mixed integer 
programming problem, MIP）を解くソルバー）の性能が近年大きく向上しており，中規模の問題
例に対しては高速に良質の解を得ることを確認した． 

このようなロバスト最適化への拡張の前段階として検証する古典的組合せ最適化問題に関す
る研究としては，航空乗務員スケジューリング問題と形状可変長方形詰込み問題を取り上げ，検
証を行った．とくに前者については，可能なペアリングを列生成法に基づいて生成する数理計画
的アプローチを検証し，その性能を計算実験によって確認した．形状可変長方形詰め込み問題に
ついては，各長方形の許容される形状の中からどの形状を選んで配置するかを定めるルールや，
構築型解法において次に配置する長方形を選ぶルールなど，種々のルールを検討し，高い充填率
を実現している．これらのロバスト最適化版に関する検討は今後の課題である． 

最悪シナリオに対する目的関数値や後悔の度合いをロバスト性の基準にする場合，すべての
パラメーターが独立にその値を決められる区間シナリオモデルでは，現実には起こりにくい極
端なシナリオが最悪シナリオとして選ばれる可能性がある．しかし，そのような極端なシナリオ
による大きな損失を避けるために，解が保守的になりすぎる可能性がある．そこで，平均的な，
あるいは標準的な値の組合せからなるシナリオから乖離する度合いをパラメーターで制御し，
大幅な乖離を許さないような範囲でのみシナリオを考え，その中から最悪シナリオが選ばれる
モデルを考えた． 

このようなモデルを検討するため，ナップサック問題を取り上げた．これは，𝑛個の要素のお
のおのに対して利得と重さが与えられ，重さの合計が重量制限を超えないという条件のもとで
利得の合計を最大にするような要素の組合せを求める問題である．この問題は代表的な組合せ
最適化問題のひとつであり，NP 困難であることが知られている．この問題において与えられる
入力パラメーターのうち，利得が各要素に対して与えられた区間の範囲で変動するモデルを考
える．ただし，全部の利得がそれぞれ自由に値を選べるわけではなく，標準的な値の組合せから
の乖離の合計が所与のパラメーターの値以下であるという制約を加える．このような条件のも
とで，もとの問題のある解に対する最悪シナリオを解析的に効率よく得ることができることを
証明した． 

この成果に基づき，最小利得最大化を基準とするロバストナップサック問題に対して，動的
計画法に基づく厳密解法を開発した．また，このアルゴリズムの計算量が擬多項式時間であるこ
とを示した．このアルゴリズムの実験的解析による検証や，より効率的なアルゴリズムの構築は
今後の課題である． 
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