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研究成果の概要（和文）：積分方程式を用いたMaxwell方程式の数値計算法において，従来の解法より未知関数
の連続性に関する要求を緩和した不連続Galerkin法(DG法)を使用し，その精度を検討するとともに，前処理法
や，Hdiv内積を用いて低周波破綻を回避できるかどうかなどを検討した．研究の結果，rooftop関数を用いたDG
法の有効性を確認した．また，Hdiv内積を用いたDG法を定式化し，超低周波以外では双対基底を用いなくても従
来法より精度の良い解析が可能であることを確認した．DG法の前処理法としては３重対角前処理法が有効だが，
Calderonの前処理法は有効ではないとの結論となった．

研究成果の概要（英文）：We have investigated methods of moments for Maxwell's equations using the 
discontinuous Galerkin (DG) method, with relaxed continuity requirements for interpolation functions
 for unknowns. Particular attentions have been paid to issues such as the accuracy, preconditioning 
and prevention of the low frequency breakdown with the help of discretization using Hdiv inner 
products. We have concluded the effectiveness of the DG method using rooftop functions. Also, we 
could successfully formulate a DG method using Hdiv inner product which does not require dual bases.
 As for preconditioning, we have concluded that standard methods such as the tri-diagonal 
preconditioners work, but that the Calderon preconditioners are not effective with the proposed DG 
method.
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１．研究開始当初の背景 
Maxwell	方程式の波動散乱問題は電磁気学
の最も基本的かつ重要な問題で，種々の応用
を有している．特に時間調和な大規模問題に
おいては外部問題に有利なモーメント法が
よく用いられており，有力な商用ソフトウエ
アもいくつか存在する．しかし，長年の研究
にも関わらず Maxwell	方程式の持つ数学的
な困難さは完全には克服されておらず，未だ
に多数の研究が行われている．	
	
Maxwell	方程式におけるモーメント法の難
しさは，Green	関数の形の特殊性に起因して
いる．実際，Maxwell	方程式の基本解(無限
領域の Green	関数)は，Helmholtz	方程式の
基本解とその 2回微分の和として表され，低
周波では 2回微分の項が支配的になる．この
ため，低周波問題の数値計算においては基本
解の情報の一部が失われ，積分方程式は低周
波問題において破綻する．一方，この基本解
を核とする積分作用素の固有値はゼロに集
積するものと発散するものの 2 系列があり，
離散化した積分方程式の条件数は分割を細
かくしたときに増大する．これは，大規模問
題において反復法が収束しなくなることを
意味する．これらの問題への対策はいくつか
知られているが，低周波問題にはループ・ス
ター分解，メッシュ細分割の問題には前処理
等，全く別個に対応するのが普通である．こ
の様な取扱いは非常に煩雑である上，ソフト
ウエア開発においても大きな障害となる．	
	
実は，我々も細分割の問題に対応するために
Calderon の式に基づく前処理法を研究して
きた．Calderon 前処理は，要するに Maxwell
方程式の積分作用素の2乗が良条件であるこ
とを利用した方法である．我々の Calderon
前処理は他グループのそれとは異なり，実際
に2乗を計算する事なしに同等の効果を得る
ものであり，計算量が少ないことが特色であ
る．さらに，我々は最近 Hdiv内積を用いたモ
ーメント法を開発した(日本計算数理工学会
論文賞受賞(H26))．これは，従来のモーメン
ト法が L2内積を用いるのに対して，表面電流
や表面磁流の存在する空間 Hdivの内積を用い
て離散化を行うもので，内積の divergence	
の部分の重みを周波数の二乗の逆数程度に
取ることにより，低周波問題を解決できる．
これらの手法の計算負荷はいずれも小さい
ので，両者を同時に使用することにより，低
周波問題にも，メッシュの細分化にも対応で
きる Maxwell	方程式の散乱問題の数値計算
法を開発することは現実的である．しかし，
我々の Calderon 前処理に用いる従来型の双
対基底は，不連続量を記述する能力が不十分
なため，精度上の問題をかかえていた．この
問題を解決することが上記のアイデアを実
現するために不可欠である．	
 
一方，近年有限要素法の分野では，基底関数

の連続性の要求を緩和することによって高
精度の解を実現する不連続Galerkin法(以下
DG	法と言う)の研究が進んでいる．不連続性
を許容することで数値解を正解に速く近づ
けることは，我々の双対基底の抱えている問
題を解消するための方向性と一致する．以上
の考察から，DG	法と Hdiv内積を用いたモーメ
ント法を開発して，Calderon 前処理法の効果
を調べることにより，工学的に関心のある問
題において破綻しないモーメント法を開発
するとの着想に至った．	
	
２．研究の目的	
本研究の目的は，DG	法を用いたモーメント
法を定式化し，その特性を理解すること，	
Calderon	前処理を用いて細分割問題に対処
できるかを調べること，Hdiv 内積を用いた離
散化を行い，これが低周波問題において機能
するか調べること，および，双対基底に関わ
る諸問題を検討することである．	
		
従来，我々が提案してきた Calderon 前処理
法においては，双対基底の使用を前提とする．
Maxwell	方程式のトランスミッション問題
(誘電体による散乱問題)の積分方程式にお
いては，散乱体の表面の電流と磁流が未知数
となるが(ともに境界の接ベクトル場)，従来
の(関数空間 Hdivに属する)基底関数を用いた
場合，互いに(ほぼ)直交する基底，すなわち
双対基底をそれぞれの未知数の離散化に用
いることが数学的にも物理的にも自然であ
る．さらに，双対基底を用いると，Calderon	
前処理の原理である積分作用素の2乗が良条
件であると言う性質が離散化した行列にも
引き継がれるので，GMRES	法などの Krylov
部分空間反復法を用いると，線形方程式の求
解に要する反復回数は著しく少なくなる．し
かし，従来の基底は精度の問題をかかえてい
る．本研究の究極の目的は，DG法が従来法の
代わりになるかを見極めることにある．この
ための基礎研究として，以下の内容を検討す
る．	
	
まず，DG	法を用いて離散化を行う場合，そ
もそも双対基底に相当するものは何である
のかを検討する必要がある．そこで，従来の
双対基底の類推から DG 版の双対基底が比較
的容易に構成される見込みのある定式化を
用いて，DG法の特性を探ることが本研究の最
初の目的である．		
 
さらに DG	法を用いたモーメント法の研究は
始まったばかりで，Calderon	前処理の検討
を行った研究は見当たらない．これまで発表
された DG	モーメント法の論文では，線形方
程式は比較的良条件であることが Peng	等に
よって報告されているが，DG	法といえども
離散化方程式のスペクトルの性質は元の積
分方程式のそれで決まるので，メッシュを細
分化したときの破綻は避けられないものと



 

考えられる．そこで本研究では DG 法を用い
たモーメント法においても Calderon	前処理
は可能かどうかを検討する．	
	
最後に，本研究では，	Hdiv内積を用いた定式
化において DG	法を用いた離散化が可能かど
うかを検討し，低周波問題においてこれが機
能するかどうかを調べる．	
	
３．研究の方法	
本研究は胞芽的な研究であるので，数値実験
で扱う問題は簡単な3次元電磁波散乱問題と
し，散乱体は単一の球や立方体などに，積分
方程式は標準的な定式化に限定する．原理的
な研究であるので，コードは既開発の従来型
基底関数を用いたものを改造して使用する．
扱う問題は比較的小規模に留め，コードの高
速化は簡単な並列化以外は考慮しない．	
	
まず，電界型積分方程式において DG	法と L2
内積を用いたモーメント法の定式化を検討
し，これを実装して解の精度や計算効率を調
べる．次に得られた定式化において Calderon	
の前処理法を検討し，その機能を数値的に検
討する．最後に，Hdiv 内積を用いた定式化を
用いた DG	法を検討する．従来型の基底関数
を用いた研究によって Hdiv内積を用いた定式
化を用いた定式化は，低周波問題を解決でき
るが，テスト関数として未知関数の展開に用
いる基底と直交する双対基底を使うことが
必須であることが分かっている．そこで，DG	
法を積分方程式に用いた場合，双対基底が必
要であるか，必要であるならどのように構成
すればよいかを検討する．具体的には要素上
に規定した方向成分ごとに基底関数をとる
方法を用いて DG	法を定式化し，これを実装
して，数値実験によりその性能を検討する．	
	
４．研究成果	
(1)	L2内積を用いた電界型積分方程式におけ
る DG法	
	
もっとも基本的な積分方程式である電界型
積分方程式を取り上げ，DG法を用いて完全導
体による電磁波散乱問題を解くことを検討
した．DG	法のために使用した離散化変分方
程式は以下のようである．	

	
ここに G は Helmholtz 方程式の基本解，Einc

は入射波，j は表面電流，t はテスト関数，
Kqは要素，hはメッシュサイズのパラメータ，
k は波数，αstab	は安定化パラメータであり，
基底関数の法線方向の連続性を満足させる
ためのペナルティー項である．またδは係数
であり，-1,	0,	1	のいずれかの値をとる．
δ=-1	の時は係数行列が対称となる．	
	
また，本研究で使用した基底関数は rooftop	
関数を基にしてこれを中央の辺で切断し，そ
れぞれ別の自由度を与えたものである．この
基底関数を選んだ理由は，双対基底の作成が
比較的簡単であることである．	
	
誘電率を1,	透磁率を1,	周波数を 1とする．
領域Ωを1辺の長さが1の立方体の外部領域
とする．提案手法の精度を以下のように検証
する．境界上で表面電流が入射波のそれと一
致するように表面磁流を与え，DG法と通常の
Galerkin 法でこの問題を解いた解を解析解
と比較した．立方体表面をそれぞれ 6,	24,	96,	
384,	1536 個の四角形要素で分割した．これ
らのメッシュを mesh	1～5 と呼ぶ．DG	法で
のそれぞれの	mesh	の自由度は	mesh1(24),	
mesh2(96),	 mesh3(384),	 mesh4(1536),	
mesh5(6144)	である．通常の Galerkin	法を
用いた場合の自由度はこの半分になる．また，
case	A(DG,	δ=-1,αstab=5)，case	B(DG,	δ
=-1,αstab=0.01)，case	C(DG,	δ=1,αstab=5)，
case	D(Galerkin)である．計算結果として誤
差のノルムを表に示す．	

	
表において，αstabを固定し，δの値のみを変
更した case	A と case	C を比較すると，δの
値は相対誤差にほとんど影響を与えないこ
とが確認できる．次に case	A と case	D の計
算精度はほぼ同程度であるが，非常に粗いメ
ッシュ(mesh	1)でも Aが良好な精度を示した．
従って，提案した定式化は妥当であるといえ
る．	
	
最後に case	A と case	B の比較から，解の精
度がαstab に依存することがわかる．これは
case	B においてαstab が小さすぎる為に双線
形形式の強圧性が弱くなって精度が悪化し
ていると考えられる．実際，case	B における
mesh	4 と mesh	5 は GMRES の残差がある一定
回数以内に収束しなかったことを確認した．	
	
この様に，電界型積分方程式に対して不連続
な rooftop 関数を用いた数値計算例より，提
案する手法は解析解をよく近似でき，また
RWGを用いたPengらの結果とも整合している
ことがわかった．以上のことより提案手法の



 

妥当性が確かめられた．	
	
なお，残念ながら提案する DG	法は相当複雑
であるため，前処理法などの研究は，より単
純な問題で検討を進めてから Maxwell	方程
式に適用することが賢明であることが結論
された．	
	
(2)	DG	法における前処理の検討	
	
Maxwell	方程式の DG	法が非常に複雑なもの
になると言う知見を踏まえて，前処理法の研
究はより単純な2次元Laplace	方程式のクラ
ック問題の超特異積分方程式を用いて行う
こととした．	
	
その結果，前処理法としては 3重対角前処理
が比較的有効であることが結論された．時間
をかけて多くの数値計算を試みたが，
Calderon	前処理の有効性は結論されなかっ
た．Calderon	前処理が有効でない理由は，
DG	法においては penalty	項が大きな値をと
ることであると結論された．	
	
(3)	DG	法における Hdiv	内積の使用の検討	
	
Hdiv	内積を用いた Maxwell	方程式の解法の
欠点として双対基底を使わなければならな
いことを上げることができる．このため，標
準的には(三角形)要素を6等分して積分する
必要が生ずるので，計算時間は概ね 6倍にな
る．双対基底を使わなくてよいのであれば，
計算効率が向上することが期待される．DG	
法を用いた定式化では，この様なことが可能
なのではないかとの着想を得たので，これを
試してみた．	
	
この定式化では離散化に三角形要素を用い，
未知数の補間も，テスト関数も通常の線形要
素を用いる．ただし，未知量は接ベクトル場
であることを考慮し，各三角形上に固定され
た接ベクトルを 2本とり，未知関数はこれら
の接ベクトルの成分を補間するものとする．
こうすると，要素ごとに 6自由度を有する近
似ベクトル場が生成される．これを用いると，
十分多くの自由度があるので，テスト関数に
表面電流と平行な成分が多く含まれ，双対基
底を用いることなく Hdiv	内積による定式化
の離散化を行うことができると考えられる．	
	
使用する離散化変分方程式には(1)で述べた
パラメータαstab	の他に，	
	
Hdiv	norm

	2=L2	norm
	2+c	表面発散の L2	norm

	2	

	
と書いたときのパラメータ cが含まれる．簡
単のためδ=0とした．	
		
数値実験の結果，提案する DG	法は極めて小
さい周波数以外では従来法よりも高精度の

解法であることが結論されたが，超低周波数
問題では精度が悪化することが分かった．ま
た，従来法による c の推奨値 c=1/ω2より大
きいcを用いた方が高精度である事が結論さ
れた．この原因は，提案する離散化には法線
成分の連続性も含めて表面発散が 0	，かつ表
面回転が 0	の自由度が要素数ほど含まれ，超
低周波問題では係数行列がこれらの分だけ
rank	落ちすることにあるものと考えている．
上記の問題は研究期間には完全には解決で
きなかったが，原因は特定できているので，
現在も研究を続行している．この問題が解決
した時点で論文執筆を行う予定である．	
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