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研究成果の概要（和文）：本研究では，3Dプリンターの技術では達成できないような，金属を削り出して制作す
る高精度の3次元模型，離散群の極限集合，特異点理論，葉層構造，可積分系など，従来の方法では扱うことが
困難であった対象の模型の制作を扱った．研究代表者は，1/100mm未満の精度を実現する技術を開発してきた．
精度を上げるために，離散点データとメッシュに加えて，曲面の法線方向のデータを加味する必要がある．この
研究によって，直接，精度の高い3次元模型がつくられるようなインターフェースを開発した．

研究成果の概要（英文）：In this research we developed a method to create extremely accurate 3 
dimensional models of surfaces appearing in geometry and topology by curving metals. This method 
realized models much more accurate than those created by 3D printers. We also developed techniques 
realizing limit sets of discrete group and  objects in singularity theory, foliation theory and 
integrable systems, which were difficult to create by previous methods. By adding data of normal 
direction to discrete point data sets and mesh, we realized accuracy of less than 1/100mm. Our 
research established a new interface for creating accurate 3 dimensional models.

研究分野： 位相幾何学，数理物理学
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１． 研究開始当初の背景 
19 世紀の末から 20 世紀のはじめにかけて，

ドイツでクラインなどの数学者を中心とし

て当時の先端的な数学の研究から得られた

曲面の模型を，実際に石膏で制作するプロジ

ェクトが行われた．模型のジャンルは，代数

幾何学，微分幾何学，複素関数論などさまざ

まな分野にわたっていて，代数幾何学では，

3 次曲面，4 次曲面の模型，微分幾何学では，

ガウス曲率が一定の曲面，極小曲面など，ま

た，複素関数論では，ワイエルシュトラスの

楕円関数やヤコビの楕円積分のグラフなど

が制作された．模型の制作は 1930 年代まで，

Martin-Schilling 社によって行われた．これ

らの模型は 20 世紀のはじめに東京大学理学

部数学科に輸入され，現在，東京大学大学院

数理科学研究科のコレクションとして資料

室に展示されている． 

 研究代表者は，これらの模型の保管，展示

を行うとともに，現代の技術によって，実際

にこのような曲面の模型を制作するプロジ

ェクトを推し進めてきた．東京大学大学院数

理科学研究科における客員講座およびヤマ

ダ精機との協力によって，アルミを削ること

によって精度の高い模型を制作してきた実

績があり，負の定曲率曲面 

http://faculty.ms.u-tokyo.ac.jp/~topology/ph

otos/pseudosphere.jpg 

クレブッシュ 3 次曲面上の 27 本の直線 

http://faculty.ms.u-tokyo.ac.jp/~topology/ph

otos/cubic.jpg 

などが，東京大学大学院数理科学研究科に展

示されている．現代の幾何学には，曲面論の

みならず，離散群の極限集合，特異点理論，

葉層構造，可積分系における解の挙動など模

型として制作する事により，研究に大きく貢

献すると思われる題材が多くある．しかしな

がら，コンピュータの画面上の表示すること

ができても，それを実際の 3 次元模型として

制作するには，さまざまな困難があった． 
 

２． 研究の目的 
現代の幾何学には，曲面論のみならず，離散

群の極限集合，特異点理論，葉層構造，可積

分系における解の挙動など模型として制作

する事により，研究に大きく貢献すると思わ

れる題材が多くある．しかしながら，コンピ

ュータの画面上の表示することができても，

それを実際の 3次元模型として制作するには，

さまざまな困難がある．まず，離散データか

らどのようにして曲面を削りだすのに適し

たファイル形式を構成するかという問題が

ある．実際に刃を当てて削るには，曲面の法

線方向のデータを適切に取り込む必要があ

る．また，離散群の極限集合などの対象につ

いては，クリスタルガラスの中にレーザー光

でプロットする手法を開発中であり，4 次元

クライン群の極限集合の 3次元模型について，

これまでに試作を行ってきた．本研究では，

3D プリンターなどでは表現できないような

対象も含めて，より精度の高い 3 次元実体模

型の制作のための技術を開発することを目

的とする． 
３． 研究の方法 
近年は，コンピュータを用いて 3D プリンタ

ーで幾何学模型を出力することも一般的に

なった．本研究では，3D プリンターの技術

では達成できないような，金属を削り出して

制作する高精度の 3 次元模型，離散群の極限

集合，特異点理論，葉層構造，可積分系など，

従来の方法では扱うことが困難であった対

象の模型の制作を目指している．曲面の模型

の精度についてであるが，基本的には，離散

点データからメッシュを構成し，それぞれの

メッシュについてよい近似をとって構成す

る方法がとられているため，理論的に誤差が

生じるのはまぬかれない．したがって，精度

を上げるために，どのようなメッシュ分割と，

ファイル形式が適切かという問題が生じる．

離散データから，単体分割された曲面を構成

する標準的な方法は知られていないので，こ

の点で，いくつかの理論的な側面を克服する



必要がある．研究代表者は，ヤマダ精機との

共同研究により， 1/100mm 未満の精度を実

現する技術を開発してきた．精度を上げるた

めに，離散点データとメッシュに加えて，曲

面の法線方向のデータを加味する必要があ

る．この研究によって，直接，精度の高い 3

次元模型がつくられるようなインターフェ

ースを開発した． 
４． 研究成果 

本研究では，3D プリンターの技術では達成で

きないような，金属を削り出して制作する高

精度の 3次元模型，離散群の極限集合，特異

点理論，葉層構造，可積分系など，従来の方

法では扱うことが困難であった対象の模型

の制作を行ってきた．曲面の模型の精度につ

いてであるが，基本的には，離散点データか

らメッシュを構成し，それぞれのメッシュに

ついてよい近似をとって構成する方法がと

られているため，理論的に誤差が生じるのは

まぬかれない．したがって，精度を上げるた

めに，どのようなメッシュ分割と，ファイル

形式が適切かという問題が生じる．離散デー

タから，単体分割された曲面を構成する標準

的な方法は知られていないので，この点で，

いくつかの理論的な側面を克服する研究を

行った．精度を上げるために，離散点データ

とメッシュに加えて，曲面の法線方向のデー

タを加味する必要がある．この研究によって，

直接，精度の高い 3次元模型を制作できるよ

うなインターフェースを開発した． 
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