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研究成果の概要（和文）：可微分多様体間のどんな写像も安定写像で近似できるが，その具体的構成は極めて困
難である．そこで本研究では，ビッグデータ可視化手法を応用し，新しい手法で組織的に安定写像を構成する手
法を確立することが目的であった．
　そこで，特異ファイバーの分類を進め，多様体対などの場合に新しい分類結果を得た．それらを同境理論に応
用したほか，データ可視化ユーザーインターフェース開発に用いた．それに触発され，既知の写像を具体的に変
形させる新手法も開発し，4次元多様体の研究に応用した．こうして幾何的に重要な安定写像を組織的に構成
し，写像の不変量の研究に応用できたほか，写像の単純化定理の新証明手法も成果として得た．

研究成果の概要（英文）：An arbitrary map between differentiable manifolds can be approximated by a 
stable map; however, it is know that explicit construction of a stable map is extremely difficult. 
The main objective of this project was to develop a new systematic method to construct stable maps 
by applying the big data visualization techniques in computer science. 
  We first obtained classification results of singular fibers of stable maps in various situations, 
and applied them to cobordism theories. We also used them to develop a user interface for analyzing 
and visualizing big data. Inspired by such techniques, we succeeded in developing a new method to 
explicitly construct a deformation of a given map, and applied it to the study of 4-dimensional 
manifolds. We thus constructed various geometrically important stable maps concretely, and applied 
them to the study of mapping invariants. We also developed a new method to prove a simplification 
theorem of stable maps on manifolds.

研究分野： 位相幾何学
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図１：3 次元多様体上の安定写像の 

特異ファイバーリスト 

１．研究開始当初の背景 
可微分多様体が与えられたとき，その上の

ジェネリックな写像，特に安定写像は，多様
体の種々の幾何学的性質を調べる上で重要
な役割を果たす．たとえばモース関数は 1次
元ユークリッド空間への安定写像であり，豊
かなモース理論が構築されている．モース関
数の具体的構成はそれほど難しくない．とこ
ろが値域多様体の次元を 2以上とすると，話
は途端に非自明となる．与えられた多様体に
対し，その対称性や種々の幾何学的構造を反
映するような写像を考えると，ほとんどの場
合ジェネリックでなくなってしまう．たとえ
ばトーラス作用を持つ空間のモーメント写
像などがその最たる例である．こうした写像
は少し摂動してしまうと急激に位相的性質
を変えてしまうのである． 

しかしながら，具体的な写像の構成は安定
写像論において非常に重要である．たとえば
佐伯と山本は，4 次元多様体上の安定写像に
対する符号数公式を得たが，その証明ではま
ず符号数とある種の特異ファイバーの個数
が定数倍の関係にあることを示し，その定数
が+1 に等しいことを，安定写像を具体的に構
成することにより示した．ただし，その安定
写像の構成は3次元空間にはめ込まれた実射
影平面に基づいた切り貼り手法によるもの
で，幾何的に非常に注意深い議論が必要であ
った．このように，具体的な安定写像を構成
する方法として特に確立されたものはなく，
状況に応じてアドホックな方法を用いて構
成されてきたのである． 
一方，ビッグデータ可視化手法の 1つとし

て微分トポロジーによる特徴抽出手法があ
る．これは最近の可視化テクノロジーのトッ
プ 10 に入るものとして注目を浴びており，
特異ファイバー理論を用いたアルゴリズム
も開発されている．驚くべきことに，このア
ルゴリズムは実データのみならず数学的対
象の構造解析に用いることもできる．そこで，
そうした手法が安定写像の具体例の構成に
援用できるのではないかと考えたのが，本研
究課題を始めるきっかけとなった． 
  
２．研究の目的 
以上のような背景のもと，本研究では，こ

れまでにない方法，特にコンピュータサイエ
ンスにおけるビッグデータ可視化の手法を
本質的に応用することにより，多様体間の安
定写像をまったく新しい手法によりシステ
マティックに構成する方法論を確立するこ
と，そして具体的に構成した安定写像を厳密
に検証・論証し，微分トポロジーにおける
種々の問題に応用し，安定写像論のイノベー
ションを推進すること，が目的であった．こ
れは今までになかったまったく新しい手法
であり，これにより，安定写像の研究が飛躍
的に進展し，微分トポロジーの種々の問題の
解決に直結するものと期待される． 
 

３．研究の方法 
 安定写像の重要な特徴を把握するには，そ
の特異ファイバーを解析することが重要で
ある．そこでそうした特異ファイバーの分類
を，特異点論を駆使して行うことが重要な研
究手法の一つとなる．またそうした分類結果
を，ユーザーインターフェース開発の際に本
質的に用いることで，具体的な写像の特異フ
ァイバー解析や可視化を自動化するための
アルゴリズムを構築する．本研究課題では，
そうした手法に加え，与えられた安定写像を
ある種の具体的操作で変形してゆくことで，
新しい安定写像を構成することも考える．た
だし，そうした変形操作はいつでも可能であ
るとは限らず，適用するにはかなりの数理的
注意が必要である．そこで，こうしたいくつ
かの手法を組み合わせることで，安定写像の
構成論を新たに構築していくことが当初の
計画であった． 

 

４．研究成果 
(1) まず，境界付き 3次元多様体から平面へ
の安定写像の特異ファイバーを，特異点理論
に基づき分類した（図１参照）． 
次に，こうした分類結果を用いて，ビッグ

データ可視化のためのユーザーインターフ
ェースを開発した．具体的には，3 次元領域
から2次元ユークリッド空間への多項式写像
を具体的に与えたとき，その特異ファイバー
を実際に可視化できるソフトウェアを作成
した．これは，ユーザーが，与えられた写像
を安定になるように摂動することもできる
もので，与えられた写像のふるまいやその特
異ファイバーを解析・可視化できるものであ
る．さらにその特異点集合・特異ファイバ
ー・特異値集合も可視化できる（図２参照）．
こうしたユーザーインターフェースを，コン
ピュータサイエンスの研究者の協力により
整備できたことは，本研究課題の目的達成の
ために非常に重要であった．実際，それを試
験的に簡単な多項式写像に適用し，そうした



図２：特異ファイバー可視化 

ユーザーインターフェース 

写像の構造の解析を開始することができた．
このユーザーインターフェースは，与えられ
た写像だけではなく，それを摂動した写像の
構造も解析できる点に大きな特長があり，こ
れにより，これまで安定摂動の様子が解明さ
れてこなかった高度に退化した写像の安定
摂動の解析が進められる目途が立った． 
 
(2) 一方で，3 次元境界付き多様体から 2 次
元空間への安定写像の特異ファイバーの普
遍複体のコホモロジーを計算することと
Reeb グラフを用いた幾何学的議論により，境
界付き曲面上のMorse関数のなす同境群を決
定することに成功した．これまで境界付き多
様体に関わる同境群の研究はなく，それが非
自明でなおかつ非常に興味深い対象である
ことが本研究結果によりわかったことにな
り，こうした数学的対象の研究の大きな流れ
を作ったという意味で，インパクトの大きな
成果であると言えるものである． 
 その後，さらに多様体対，特に 3次元多様
体とその中の2次元部分多様体の対の上の安
定写像の特異ファイバーの研究を進め，分類
結果を得た．また，対応する普遍複体のコホ
モロジーを計算することで，ある場合には対
応する同境群が非自明となることを初めて
示した．多様体対上の安定写像の研究はこれ
までほとんどなく，その特異ファイバーの研
究としては世界で初めてとなる分類結果を
得たことは特筆に値する．多様体対は応用上
非常に重要であり，境界を持つ多様体の一般
化にあたる． 
 
(3) 可視化を行うユーザーインターフェー
ス作成には至っていないが，特異ファイバー
を曲線に沿ってつなげてできる「ファイバー
曲面」の可視化アルゴリズムの研究を行い，
コンピュータサイエンスの研究者と共同で
その可視化を実装することができた．ただし
それは初期段階の実装であり，それを改良し
てゆくことは今後の課題である． 
 
(4) その後さらに，3 次元多様体から球面や
平面への安定写像で，定値折り目特異点を持
たないものや，特異点集合と正則ファイバー

の位置関係が特殊な写像の具体例を，これま
でにない方法で具体的に構成することに成
功した．その手法は，既に具体的に得られて
いる写像をもとに，その変形を具体的に構成
するという，今までにないアイデアに基づく
もので，今後の安定写像の構成論において重
要な役割を果たすことが大いに期待できる．
今回はさらに4次元多様体から球面や平面へ
の写像を構成的に単純化・簡単化する手法も
開発し，4次元多様体の trisection の研究に
も応用した． 
 
(5) ビッグデータ可視化を行うユーザーイ
ンターフェースについては，特異ファイバー
を曲線に沿ってつなげてできるファイバー
曲面の可視化アルゴリズムやレーブ空間の
可視化手法を研究し，それを用いてシミュレ
ーションなどで得られる安定写像のビッグ
データ可視化を実際に行うソフトウェアを，
コンピュータサイエンスの研究者と共同で
開発することを開始した． 
 
 以上のように，今後まだ研究すべきことが
多く生じたとはいえ，安定写像の具体的構成
について，これまでになかった新しい手法を
開発することができ，さらにそれを用いて実
際に具体的で幾何学的に重要な安定写像を
組織的に構成し，微分トポロジーにおける重
要な問題の解決に用いることができた．さら
に，そうした手法を支えるユーザーインター
フェース開発を実質的に開始することもで
きた．これらが，本研究課題の大きな成果で
あったといえる． 
 今後は，こうした手法により安定写像を豊
富に構成することが可能となったことから，
安定写像の具体例を種々の重要な未解決問
題の解決に用いることができることが大い
に期待される．ただし，今回の構成手法が万
能というわけではないので，さらに別のアイ
デアによる安定写像の構成手法を模索する
ことも重要となるであろう． 
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