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研究成果の概要（和文）：ランチョスの前進型アルゴリズムを多段拡張してmultistep progressive algorithm 
(MPA)と名付け，MPAによる連立１次方程式の反復法を定式化した．ランチョス法はランチョスパラメータに関す
る零割の発生によってブレークダウンしやすい．本研究によって，離散戸田方程式による四則演算でランチョス
パラメータ計算を高精度に実行できるようになった結果，悪性として知られるヒルベルト行列を係数行列とする
連立１次方程式についても，MPAによってブレークダウンなく求解できることが示された．

研究成果の概要（英文）：A multistep extension of the progressive algorithm by Lanczos named the MPA 
is introduced and its application to linear systems is discussed. It is well-known that the Lanczos 
algorithm may easily breakdown caused by a division by zero of the Lanczos parameters. In this 
research project the Lanczos parameters are computed very accurately by using the four basic 
operations of arithmetic through the discrete Toda equation. Then even an ill-conditioned linear 
system having the Hilbert matrix as coefficient matrix is shown to be solved by using the MPA 
without any breakdown.

研究分野： Applied Integrable Systems
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１．研究開始当初の背景 

 理論的にブレークダウンしない「可積分

アルゴリズム」としては，正定値３重対角

行列に対するqd法（quotient difference/商差

法），さらには，それを直交多項式の変換

理論に基づいて変数変換したdLV法がある．

これらはいずれも変数の正値性が保たれ，

計算された固有値/特異値は高い相対精度

をもつが，収束次数は1次に過ぎない．精度

と速度の両面で優れたアルゴリズムを設計

するには，高次収束しつつもブレークダウ

ンを避けるための手法に関して具体例に基

づく基礎研究を開始する必要がある． 

 

２．研究の目的 

本研究は，可積分アルゴリズムであるqd

法に対して，離散可積分系の特異点閉じ込

め性と直交多項式の変換理論を駆使して，

初期値の情報を失うことなくブレークダウ

ン，すなわち，ゼロ割による計算停止を回

避し，高い相対精度を保って，固有値計算，

特異値計算など必要な量の計算を高速に続

行する手法を開発することを目的としてい

る． 

 

３．研究の方法 

 対象を狭くすることで，理論的にブレー

クダウンしないといういわば安全サイドで

高次収束する計算法を定式化するのではな

く，あえてブレークダウンの可能性のある

場合にも可積分アルゴリズムの特異点を閉

じ込めてゼロ割が起きないようにすること

で，高速性と高精度性を同時に実現する研

究を開始する． 

 まず，基礎研究として，特異点閉じ込め

性によるブレークダウンの回避として，qd

法の漸化式の従属変数変換で得られるエー

タアルゴリズム，さらには，それを変数変

換したイプシロンアルゴリズムの漸化式を

研究する．ある初期値に対してはゼロ割に

起因するブレークダウンが発生する．離散

可積分系の特異点閉じ込め法では微小量ε

だけ平行移動することでゼロ割を回避する

が，このような方法では数値誤差は大きく

なるため数値解析には不適である．そこで，

イプシロンアルゴリズムの最近接項間の漸

化式の代わりに，少し先のステップの情報

を取り入れることでゼロ割の発生する項を

消去したミドルレンジの漸化式を導出する．

これにより，ゼロ割の特異点が局在する場

合でも，数値誤差が増大することなく，ゼ

ロ割を避けて計算を進行させることができ

るようになる． 

 

４．研究成果 

直交多項式論に基づいて正値性によって

ブレークダウンを起こさないことを保証す

るアルゴリズムとして正定値対称な係数行

列をもつ連立一次方程式に対する共役勾配

法（CG 法），共役残差法（CR 法）に注目

し，qd 法を用いてランチョスパラメータを

より少ない計算量と高い相対精度で逐次計

算する，multistep progressive algorithm

（MPA）と名付けるランチョスの前進型ア

ルゴリズムの多段拡張を定式化した．ラン

チョス法はブレークダウンしやすいという

欠点を持っている．これは数値誤差の蓄積

によってランチョスベクトルの直交性が失

われることに起因するが，ランチョスパラ

メータの計算ではゼロ割の発生として現れ

る．本研究によって，ランチョスベクトル

の内積計算ではなく離散戸田方程式による

比較的単純な四則演算でランチョスパラメ

ータの高精度計算を実行できるようになっ

た．悪性として知られるヒルベルト行列を

係数行列とする連立１次方程式についても，

MPA によってブレークダウンなく求解で

きることが示された．  

なお，対称性を仮定しない場合，ランチ

ョス法の考え方は双ランチョス法として有



効であるが，この場合，ランチョスパラメ

ータは数値誤差を考慮しなくともゼロとな

りうる．このため，基礎研究で述べた特異

点閉じ込め性によるブレークダウンの回避

を必要とする．この部分については３年間

の研究期間に着手することはできず，研究

を継続している． 
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