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研究成果の概要（和文）：回転球面上の２次元 Navier-Stokes 方程式の解が，回転角速度の増大とともに，非
線形項を非線形共鳴相互作用のみに限定した流体方程式（極限方程式）の解に近づくことを示した。これは，共
鳴相互作用項以外の非線形相互作用は，回転角速度の増大とともに激しく振動して打ち消し合いが生じるためで
ある。帯状流に対応するモードはこの共鳴相互作用を通じて，他のモードのエネルギー輸送に直接の寄与は行わ
ないが，他のモードの位相変化には寄与する。数値シミュレーション結果は，この位相変化の効果は全系のエネ
ルギー輸送を考える際に無視できない効果を及ぼすことを示している。

研究成果の概要（英文）：In 2-dimensional Navier-Stokes equations on a rotating sphere at high 
rotation rates, solutions are shown to converge to those of the fluid equations the nonlinear terms 
of which consist only of resonant nonlinear interactions. This convergence is understood as a result
 of the cancellation of non-resonant terms due to high-frequency oscillation. Wave modes 
corresponding to zonal flows make no contribution to energy transfer through the resonant 
interactions, but contribute to phase change of other modes.  Numerical simulation shows that the 
phase change brings about a significant effect on the energy transfer among the waves modes, and 
therefore the zonal flows should be taken into account in the resonant interaction to describe the 
time-development of the system.    

研究分野：応用数学，流体力学
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１．研究開始当初の背景 
 
線形波動解を伴う場の非線形現象では，波

動解の共鳴相互作用が非線形相互作用の主
要項となる場合があり，そのときは，共鳴相
互作用が非線形解の空間パターンやそのダ
イナミクスを支配して系の振舞いを決定す
る。非圧縮性流体の Navier-Stokes 方程式は，
さまざまの復元力の下で線形波動解を持つ。
例えば，宇宙惑星科学に現れる大規模流体運
動では，回転効果による線形波動（Rossby 
波）が存在し，非線形現象はしばしば Rossby 
波の非線形相互作用の結果として現れる。 
しかし従来このような視点からの研究は

非常に困難であった。その理由は第一に，非
線形相互作用の中で共鳴相互作用の位置づ
けが数学的に明確でなかったこと，第二に，
数値シミュレーション上の困難が存在する
ため共鳴相互作用による時間発展の性質が
定性的にすら未知であったことによる。 
そこで申請者らは，β平面（回転球面の接

平面近似として，回転角速度を座標 y の一次
関数とした平面）上の２次元非圧縮性 
Navier-Stokes 方程式において，非線形共鳴
相互作用の数学的な解析を行った。β平面上
では線形波動解（Rossby 波）が存在するが，
申請者らは回転角速度が大きな極限では，流
れ場の時間発展が，Rossby 波の非線形共鳴
相互作用のみによる時間発展に近づくこと
を数学的に証明した(Yamada and Yoneda, 
Physica D, 245 (2013)1)。この結果は共鳴相
互作用の意味を明らかにするもので，流れの
解析への応用も試みられている。 
 
２．研究の目的 
 
本研究では，まず，申請者らのβ面におけ

る数学的結果に基づき，より本質的で重要な
回転球面上の ２次元 Navier-Stokes 方程式
を対象として漸近方程式を導出することを
目指した。球面上の流体方程式では，線形波
動は球面調和関数に対応し，従って共鳴条件
も平面の三角関数の場合に比して格段に複
雑になるため，解析には平面上の手法の単な
る拡張ではない新しい方法の導入が必要で
ある。漸近方程式は非線形項を非線形共鳴相
互作用に限定した方程式となると予想した。  
回転球面の場合，個々の球面調和関数が線

形波動モードとなり，それぞれのモードは比
較的少数個数のモードとのみ共鳴条件を満
たすこと，またこのような共鳴対は形式的に
（低波数領域では）４つの孤立集合とそれ以
外の波数対集合に分かれることが知られて
いる（Kartashova and L’vov, 83, EPU, 
50012, 2008）。しかしこの運動学的な情報だ
けでは明らかに不十分であり，漸近方程式の
時間発展解の概要すら不明であるため，時間
発展の力学的特性を明らかにするためには
数値計算が必須である。しかし，この数値計
算の実行例は少なく時間発展の性質は殆ど

知られていない。   
本申請では，漸近方程式の位置づけを行い，

数値計算を実行し，得られる数値結果によっ
て，漸近方程式の解の時間発展の特性を調べ
る。一般に，大きな復元力（本研究の場合は
大きな回転角速度）をもつ線形波動が存在す
る系では，非線形共鳴相互作用が系の時間発
展を支配することは普遍的性質であると予
想される。しかし流れ場においてその漸近方
程式の性質が明らかになっている例は殆ど
無い。本研究はそのような性質を，回転球面
上の二次元流体系において調べることが目
的である。 
 
３．研究の方法 
 
本研究計画は２つの要素からなる。第一は，

回転球面上の２次元 Navier-Stokes 方程式
の解が，回転角速度の増大と共に，非線形項
を非線形共鳴相互作用のみに限定した発展
方程式（漸近方程式）の解に収束することを
示すことである。第二は，このようにして正
当化された漸近方程式の解の時間発展を調
べるための数値計算の実行である。 
第一の点については，回転球面上の２次元 

Navier-Stokes 方程式の解が回転角速度の
増大とともに収束すること，またその極限解
の従う方程式（漸近方程式）が非線形項を非
線形共鳴相互作用のみに限定した方程式で
あることを示す。これまでに，関連する予備 
的結果として，β平面上では，β→∞のとき，
流れ場の時間発展が，Rossby 波の非線形共
鳴相互作用のみによる時間発展に近づくこ
とを証明しており，その方法を参考にして研
究を進めた。 
 第二の点については，予想される漸近方程
式の数値解析手法の開発を行う。この漸近方
程式の正当化は本研究の中で行う計画であ
るが，それ以前の観察として，非線形項の中 
で非線形共鳴相互作用項が卓越するであろ
うことは物理的に見ても自然であるため，こ
の漸近方程式を用いて高速回転の場合を議
論することには意味があると考えられる。漸
近方程式は，球面調和関数によるスペクトル
法を用いた場合，非線形項が通常の畳み込み
ではなく共鳴条件を満たす相互作用項のみ
を含む形となる。このため，通常とは異なり，
高速フーリエ変換を用いた高速化が困難で，
計算時間が文字通り桁違いに大きくなるた
め実用的な計算が難しく，非線形項の計算時
間を短縮するための別の工夫が必須となる。
一方，回転球面上では，共鳴条件が強い制約
となるため，共鳴対を構成するモード対は非
線形項に含まれる波数対全体のごく一部に
限られている。非線形相互作用を共鳴対にの
み限る計算は，ここで扱う流体系以外にも，
非圧縮性流体の表面波（水面波）の系や内部
波系，さらにこれらの結合系などの議論にも
表れるが，ほとんどの場合，共鳴対のみに限
った時間発展方程式は直接扱われることが



無い。そこでここでは各共鳴対のクラスター
に着目し，クラスターのみを残すフィルタを
用意して，クラスターのみの時間発展計算を
大きな回転角速度の状況で行うことにより，
クラスター内の共鳴相互作用による時間発
展を計算する。各クラスターについてこの計
算を実行し，全系の数値シミュレーション結
果などと比較検討することにより，時間発展
の性質を調べる。 
 
４．研究成果 
  
回転球面上の２次元 Navier-Stokes 方程

式の解が回転角速度の増大とともにある解
に収束すること，またその解の従う方程式
（漸近方程式）が非線形項を非線形共鳴相互
作用のみに限定した方程式であることを示
した。物理的に考えて，共鳴相互作用の項以
外の項は，回転角速度が大きくなるに従って
激しい振動を行うため，対象とするモードの
特性時間の間に振動による打ち消し合いが
生じて，非線形相互作用の効果が低下する。
β面乱流で起こっていることはまさにこの
効果に他ならないが，回転球面上においても
同様の効果が発生し，結果的に非線形相互作
用を非線形共鳴相互作用のみに限定した方
程式に従う解に近づくことが分かる。ただし，
これは，時間の有限区間[0,T] において得ら
れる結論である。そのため，任意に大きな回
転角速度を設定しても，それに対してある時
刻 T’ が存在し，その時刻以降は解は非線
形共鳴相互作用のみによる解から次第に離
れることになると考えられる。 
一方，回転球面上の２次元 Navier-Stokes 

方程式の場合には，個々の球面調和関数が波
動モードに対応し，非線形共鳴相互作用によ
る相互作用を同値関係として，波動モード全
体をクラスター分解することが行われてき
た。このとき，帯状流成分（東西方向に一様
な流れに対応）は他のモードとのエネルギー
のやり取りをしないことから，従来のクラス
ター分解は，帯状流成分が共鳴相互作用対に
入っている場合でも帯状流成分を除いて考
えられてきた。このようにして得られる各々
のクラスターについて，特に低波数あるいは
中程度の波数までのモードを含むクラスタ
ーを中心にクラスター内のダイナミクスを
調べるため行った数値シミュレーションの
結果はカオス的な振る舞いを示し，クラスタ
ー内のエネルギーが東西波数が小さな帯状
流成分に集中してゆく傾向を示さない。これ
は，系全体のダイナミクスがクラスターダイ
ナミクスの総和として書けると仮定すると，
系全体では帯状流生成が生じるという従来
の数値シミュレーション結果と両立しない。 
共鳴相互作用における帯状流成分は，上述

のようにエネルギー輸送には寄与しない。こ
れは帯状流成分は，共鳴相互作用を行う相手
のモードの位相を変化させるのみであるこ
とから来る性質である。しかし位相部分の変

化の及ぼす影響は自明ではない。そこで，系
の数値シミュレーションにおいて，帯状流の
寄与を OFFにした場合と ON にした場合を比
較したところ，モード間のエネルギー輸送に
差が見られ，OFF にすると，帯状流成分以外
のモードの状態が変化して本来のエネルギ
ー輸送を再現できないことを見出した。これ
は，従来のクラスター分解は，ダイナミクス
を考える上では不適当であり，直接にはエネ
ルギー輸送に関わらない帯状流輸送も，位相
変化を通じて，系全体のエネルギー輸送にお
いて重要な役割を果たしていることを示し
ている。このような観点からβ面乱流につい
ても数値シミュレーション等を実施して，エ
ネルギー輸送の観点から，共鳴相互作用の構
造と系全体の振る舞いの関係を調べた。β面
では長時間後も定常的な帯状流への収束が
見られない点が回転球面の場合と大きく異
なるが，この原因について今後の課題となる
いくつかの仮説を得た。 
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