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研究成果の概要（和文）：相対論的なフェルミ粒子系に強い外部磁場が印加されている状況で、回転、膨張など
時空の効果を取り入れた研究を行った。このような研究は相対論的重イオン衝突実験をはじめとして、中性子星
内部の状態や、物性実験の理論的な記述にも必須である。回転を適切に取り入れるためには有限サイズ系に境界
条件を課すことが重要であることを指摘し、そのとき境界表面に異常に磁場の効果を感じるような波動関数の堆
積が見られることを明示的な計算によって示した。

研究成果の概要（英文）：We made investigations on relativistic Fermi particle systems under strong 
external magnetic field, taking account of rotation, expansion, and such nontrivial geometrical 
effects.  This research should have essential importance for theoretical understanding on 
relativistic heavy-ion collision experiments, internal structures of the neutron star, and table-top
 experiments with condensed matter materials.  We pointed out that it is crucial to impose proper 
boundary condition on surface of a finite-size system in order to describe rotation effects 
correctly.  Then, we explicitly demonstrated that the wave-functions are accumulated near the 
surface and they effectively respond to the magnetic field very strongly.

研究分野：原子核理論

キーワード： カイラル対称性　クォーク多体系　回転座標系　膨張座標系　真空の構造
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様	 式	 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通）	

１．研究開始当初の背景 
	 クォークとグルーオンからなる強相関系
の相図を明らかにすることは、クォークとグ
ルーオンの相互作用を記述する基礎理論で
ある「量子色力学 (QCD)」における最大の未
解決問題のひとつである。高温状態の QCD
物質については、格子 QCD 数値計算によっ
てカラー非閉じ込めや、カイラル対称性の回
復が確認されており、相対論的重イオン衝突
実験によっても現象論的な研究が精力的に
なされてきた。実験的にカラー非閉じ込めや
カイラル対称性の回復を実証することは容
易ではないが、熱的フィットなど、格子 QCD
数値計算と整合性のある現象論的解析が成
功を収めてきた。その一方、高バリオン密度
では符号問題のため格子 QCD 数値計算が機
能しない。そのため QCD 相図には理論的不
定性が大きく、仮定によらない結論を導き出
すことが極めて難しい。 
	 重イオン衝突実験では、衝突の幾何学的配
置によって高強度の磁場が発生することが
予想されており、これは古典電磁気学的な考
察から一般に結論されるものである。そこで
格子 QCD 数値計算の困難な高バリオン密度
状態を考える代わりに、まず符号問題のない
強磁場中のクォークの振る舞いについて、格
子 QCD 数値計算を始めとする様々な研究が
なされるようになった。その昔、バリオン化
学ポテンシャルの代わりに、符号問題のない
類似量（例えばアイソスピン化学ポテンシャ
ルなど）を導入することが流行ったものだっ
た。磁場の導入は、このような過去の研究の
流れを受けるものであると同時に、実験的に
その存在がほぼ確実である点が、アイソスピ
ン化学ポテンシャル等とは大きく異なる。重
イオン衝突実験だけでなく、中性子星の内部
構造や初期宇宙、あるいは実験室中の物性実
験を考えても、磁場によって誘起される重要
な物理的効果の例を挙げれば、きりがない。 
	 磁場については、ここ 10 年間ほどで新規
参入する多くの研究グループが数えきれな
いほどの理論研究を行った結果、磁気触媒効
果だけでなくいわゆる逆磁気触媒効果など、
当初は予想されていなかった新発見も含め
て多くの有意義な知見が得られた。 
	 このように強磁場物理の研究が一段落し
た現在、もしも磁場と同じような、符号問題
がなく、実際の実験環境と（原理的にでも）
密接な関係があり、さらにトポロジー的に非
自明な効果など豊富な物理を内在するよう
な「外場」があれば、磁場研究で得た経験を
生かして、新たな「外場」効果を取り入れた
新しい研究を始めるべきであろう。本研究で
はこのような「外場」の候補として特に「非
自明な計量」の効果に注目する。重イオン衝
突実験で実現される高温物質はほぼ光速で
膨張しており、膨張系では（曲率はフラット
だが）計量が非自明となる。同様に、重イオ
ン衝突実験では、強磁場を生じるような衝突
条件下では、高温物質は軌道角運動量を持っ

て回転しているはずである。回転系では（や
はり曲率はフラットだが）非自明な計量が必
要である。また曲率が効いてくる例としては、
初期宇宙における粒子生成の問題等が挙げ
られる。このような膨張系、回転系、大きな
曲率のもとでの QCD 物理研究は、本研究の
開始当初では手本とすべき先行研究もほと
んど見当たらない状況であった。 
 
２．研究の目的 
	 膨張系、回転系、曲がった空間など、非自
明な時空における QCD 真空構造の変化を研
究する。例えば de Sitter 空間における曲率
は、有限サイズ効果と同様の働きをするはず
で、それは即ち、有限温度効果と同様の働き
であることも意味している。de Sitter空間で
NJL 模型を平均場近似で解いた先行研究は
あるものの、特殊関数を駆使した表式の中か
ら単純な物理的解釈を読み取ることは容易
ではない。本研究では、単に技巧的な計算を
遂行するだけではなく、ときには見通しを良
くするための近似や極限操作等を組み合わ
せて、複雑な計算の背景にある「物理」を明
らかにすることを目的とする。 
 
３．研究の方法 
	 曲がった時空、より一般に非自明な計量を
持つ時空上の場の量子論の取り扱いは理論
的に良く知られている。熱核展開など近似処
方も確立している。しかし例えば回転系を考
えた場合には、因果律を破らないようにする
ためには系のサイズを有限にする必要があ
り、単に計量を入れた計算をするだけでは不
十分である。前述したように強磁場中での
QCD研究はここ 10年間ほどで爆発的に理解
が進んだのだが、系の有限サイズ効果を取り
入れた先行計算はほとんど存在しない。これ
は計算が技術的に難しくなる割には、小さな
補正効果しかないだろうと考えられていた
ためだが、回転の場合には因果律という強い
拘束が要請されるため、有限サイズ効果は避
けて通れない問題である。本研究では全ての
効果を取り入れた理論研究を遂行する。 
	
４．研究成果	
【回転する量子フェルミ粒子系】	
	 回転系の扱いは原子核物理学ではクラン
キング項としてよく知られている。実際、回
転系の計量を入れて真面目に計算すると、ハ
ミルトニアンにクランキング項を入れるの
と同じ結果になる。それは即ち、回転の効果
は、ハミルトニアンを角運動量に比例する項
だけシフトさせることで取り入れらること
を意味する。一方、有限化学ポテンシャルの
入った系も同じように、エネルギーのシフト
によって記述される。この考察から、回転効
果と有限密度効果とのアナロジーが自然と
予想される。	
	 我々はこの予想を定量化するために、回転
と磁場が共存するフェルミ粒子系で、平均場



近似を用いてカイラル凝縮を計算し、磁気触
媒効果について研究した。ゼロ密度では通常、
カイラル凝縮は外部磁場とともに大きくな
り、これは「磁気触媒効果」の発現だと考え
られている。一方、高密度では、カイラル凝
縮は磁場とともに小さくなり、このような特
殊な振る舞いは「逆磁気触媒効果」と呼ばれ
ている。	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
上図は、回転角速度Ωと磁場の大きさ Bの関
数としてカイラル凝縮をプロットしたもの
である。Ωが大きい領域では、B を大きくす
るとともにカイラル凝縮が融けて小さくな
る様子を見てとることができる。これは正し
く逆磁気触媒効果に他ならず、回転と密度と
のアナロジーの正当性を示す結果となって
いる。	
	
【回転に対する有限サイズ効果】	
	 上述の我々の結果を受けて、類似の研究を
追従するグループが現れた。しかしその中に
は非物理的な主張も含まれていた。即ち、回
転は有効的に化学ポテンシャルを誘起する
のだから、量子的な真空を回転させることで
有限密度が出てくる、というような主張であ
る。ボーズ粒子系について、回転だけでボー
ズ・アインシュタイン凝縮を生成できないこ
とは古くから知られており、この説明のため
には系の有限サイズ効果を取り入れなけれ
ばならない。	
	 ボーズ粒子系の理論的な扱いをフェルミ
粒子系にあてはめるのは、実はそれほど容易
ではない。何故なら、フェルミ粒子はスピノ
ルなのでスピンの異なる状態が並んでおり、
スピノルの全ての成分を同時にゼロにする
ような離散運動量は存在しないからである。
我々はこの困難を克服するために、波動関数
の全成分を境界でゼロにする条件ではなく、
波動関数による境界外側へのフローが消え
るような条件を採用した。これによりフェル
ミ粒子系に対しても、ボーズ粒子系と同等の
運動量離散化条件を導くことができた。	
	 運動量の離散化の特徴的なスケールは、系
のシリンダー半径の逆数で与えられる。換言
すれば、フェルミ粒子は運動量の量子程度の
質量を持っているようなものであり、有効的
な化学ポテンシャルがこの質量の閾値を超
えない限り、回転は何も起こさないのである。
有効的な化学ポテンシャルは、全角運動量と

角速度の積で与えられており、いま、シリン
ダーの外周部が光速を超えないことより、角
速度の上限は、系のサイズの逆数に比例する。
面白いことに、離散運動量の量子と、有効的
化学ポテンシャルの大きさは、どちらも同じ
系のサイズ分の１、となる。我々は Bessel
関数のゼロ点の性質から、離散運動量の量子
が常に有効的化学ポテンシャルよりも大き
い、ということを証明した。これはつまり、
（量子揺らぎの詰まった）真空を回したとし
ても、勝手に密度が出てきたりはしないこと
を意味している。	
	
【膨張する時空上のカイラル運動理論】	
	 回転と並行して、１次元縦膨張する時空で
の時間発展方程式について研究し、新しいト
ポロジー的な効果を発見した。	
	 １次元膨張系での運動論（ボルツマン方程
式）は良く理解されており、重イオン衝突実
験の熱化シミュレーションにも頻繁に活用
されている基本方程式である。近年、ボルツ
マン方程式にスピンの自由度を取り込んだ
「カイラル運動理論」が盛んに議論されてお
り、我々は将来の応用に向けて、１次元膨張
系におけるカイラル運動理論の定式化、とい
う問題に挑んだ。	
	 ここで最も厄介な問題は、普通のボルツマ
ン方程式とは違って、ローレンツ変換のもと
での変換性が複雑な点である。実際、分布関
数がローレンツ・スカラーではないことを反
映して「サイド・ジャンプ」と呼ばれる余分
な座標変換を施さないと、理論をローレンツ
不変にできないのである。	
	 我々は試行錯誤の末、サイド・ジャンプを
正しく取り入れた膨張系のカイラル運動理
論を構築することに成功した。その結果、サ
イド・ジャンプの影響により、膨張に対して
横向きの粒子分布を見ると（下図参照）縦方
向の座標に依存して、カイラルなズレが生じ
ることを見出した。我々はこの効果を「カイ
ラル回転変位」と命名した。	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
【有限サイズ系における磁気触媒効果】	
	 すでに回転と磁場が共存する系について
論文を発表していたが、そのときにはまだ境
界条件の重要性に気付いていなかった。そこ
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the highest angular momentum modes in F⌦ contributes
nonvanishingly. In contrast, the step function in Fµ given
in Eq. (25) indicates that all N modes simultaneously
start contributing for µ > m, while for µ < m nothing
happens.

(II) Another way to investigate the di↵erence between
the red and the blue lines in Fig. 2 is to approximate the
`-sum. Suppose that ⌦ is small so that we can treat ⌦j
as a continuous variable. Also we assume a su�ciently
large integer N . Then, we can approximate the `-sum in
F⌦ by an integration as

N�nX

`=�n
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(32)

For our parameter choiceN ⇠ O(104) is large enough and
the above approximation is justified. Then the rotational
contribution to the gap equation (21) is reduced to

F⌦ = Fµ(µ = µN )�
eB

2⇡

1X

n=0

↵n

s

1�
m2

n

µ
2
N

✓(µN �mn) .

(33)
It is obvious that a density-like e↵ect induced by rotation
is certainly contained in the first term Fµ. The second is
a negative term that makes a di↵erence from the finite-
density case. This extra term plays a role to weaken
chiral restoration by rotation as compared to that by
high density. Therefore, the suppression of the dynam-
ical mass in the rotating frame occurs more gradually
than that with the finite chemical potential. Moreover,
Eq. (33) implies F⌦ < Fµ for a fixed µN , and thus, chiral
restoration by rotation would need larger µN than that
by finite density (see Fig. 1).

(III) For mcurrent = T = 0 and large eB we can an-
alytically investigate the eB-dependence of ⌦c. In our
analysis we adopted the näıve cuto↵ regularization with
Eq. (20), but the regularization scheme should be irrel-
evant for a large system with S � 1/eB. If we utilized
the proper time regularization for F0, the gap equation
with rotation and strong magnetic field would be [54]
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(34)

where �E is the Euler-Mascheroni constant, �(z) denotes
the gamma function, and ⇤PT stands for the cuto↵ pa-
rameter in the proper-time regularization. In this gap
equation (34), the terms in the third line result from the

FIG. 4. 3D plot for the dynamical mass as a function of ⌦
and eB at strong coupling. For large ⌦, chiral symmetry is
restored by eB, which manifests the inverse magnetic catalysis
or the rotational magnetic inhibition.

n = 0 mode in Eq. (33). We can find ⌦c from the above
gap equation with m ! 0 substituted, and the analytical
result is

⌦c(eB) =

p
⇡

S
p
eB

exp


�
2⇡2

eB

✓
1

G
�

1
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◆
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�
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(35)

where Gc = 4⇡/⇤2
PT is the critical coupling for ⌦ =

p
eB = 0 that is found in the proper-time regularization.

In the second line in Eq. (35), we utilized the parameters
of Eqs. (26), (29) and (28). On the other hand, we can
numerically evaluate ⌦c as a function of eB as displayed
in Fig. 3. From the linearity in Fig. 3 the numerical fit
leads to

⌦c(eB) '
1.58⇥ 10�6

p
eB

exp

✓
�
0.609⇤2

eB

◆
. (36)

This fitting result ensures that Eq. (32) is a good approx-
imation for the parameters in Eq. (28).

B. Dynamical mass at strong coupling (G > Gc)

We shall next focus on the following strong region:

G = 1.11Gc . (37)

We note that dynamically determined m with the above
strong-coupling is about 20 times larger than mdyn at
weak coupling. We show the numerical results in Fig. 4.
Below are several remarks on the results.

(I) For small angular velocity, the dynamical mass is
almost independent of ⌦ and eB. With increasing ⌦ the
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x?

z
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FIG. 1. Schematic figure to explain how the shift takes place.

and

j̃? ⌘

Z

p

h
(1 + 2B ·⌦)p̂ + E ⇥⌦�

pz
t

ez ⇥⌦
i

?
f . (19)

We note that the third term in j̃?, i.e. �
R
p(pz/t)(ez ⇥

⌦)?f , arises from the side-jump e↵ects in x referring to
�x in Eq. (12). The appearance of such an additional
transverse current is peculiar in the longitudinally ex-
panding situation, while the other terms in j̃? are just
standard ones in the CKT [18–21, 53]. We also note that
those additional terms in j̃? as well as those in ñ are non-
vanishing only when f has an anisotropic distribution in
momentum space.

It is useful to write the continuity equation in a way
similar to Eq. (10), that is, from Eq. (17) we have,

@n

@t
+

@

@z

✓
z

t
ñ

◆
+r? · j̃? =

E · B

(2⇡~)2 f(p = 0) , (20)

for z ⇡ 0. Then, (z/t)ñ represents a current associated
with the longitudinally expanding medium. Importantly,
here, the density corresponding to this longitudinal cur-
rent is not characterized by n itself but ñ, modified by
the Berry curvature as in Eq. (18).

Even without external electromagnetic fields, a longi-
tudinal boost induces the side-jump e↵ects as a result
of Eq. (12). Then, apart from the ordinary current,R
p p̂?f , only the last term in j̃? given in Eq. (19), that

is, �
R
p(pz/t)(ez ⇥ ⌦)?f , remains, which is absent for

the ordinary Boltzmann equation. We make a schematic
illustration in Fig. 1; the shift in �x is in the direction
of / �sgn(z)ez ⇥ p. Thus, if the momentum direction is
perpendicular to the sheet of Fig. 1, the shift goes either
upward or downward depending on the sign of z.

We shall point out that the last term in j̃? shows an
intriguing characteristic pattern on the transverse plane.
We can safely assume that the momentum vector and
the coordinate vector are correlated because the collision

x

y

z

FIG. 2. Schematic figure to show the characteristic shift pat-
tern seen from the transverse plane for z > 0.

point is localized and the system is expanding. Then,
for example, around the region where x � y, we can
expect a transverse momentum component along positive
x (due to transverse expansion that we have not explicitly
considered in our analysis so far). Then, pz is positive
for most of particles in the region z > 0 and the last
term in j̃? is directed along �ez ⇥ ex = �ey. In the
same way we can continue our discussions to conclude
that the last term in j̃? exhibits a circular structure as
depicted in Fig. 2. This transverse current, which we may
call the chiral circular displacement, is our new finding
that appears from the combination of the boost invariant
expansion and the side-jump e↵ects. We note that this
current is not vector but axial vector together with the
opposite contribution from the left-handed particles.

The presence of the electromagnetic fields changes
nothing in the above argument; the CME and the anoma-
lous Hall currents appear then, but these are already
O(~) e↵ects, and therefore, should be una↵ected by the
Berry curvature corrections in the Lorentz transforma-
tion. So, on the transverse plane, the only remaining
shift e↵ect is the last term in j̃? regardless of the elec-
tromagnetic fields.

The interpretation of ñ is more complicated. The dif-
ference between ñ and n actually comes from two com-
bined e↵ects. The first one is the additional term / ⌦ in
�p, i.e. the side-jump e↵ect in momentum according to
the requirement of the boost invariant distribution func-
tion. As seen in Eq. (14), when we consider @zf , this
momentum shift is expanded in a form of the momentum
derivative of f proportional to ⌦. After the integration
by parts in momentum space, it is obviously that those
terms will become a finite contribution to ñ.

The second source is the product of the CME and the
anomalous Hall currents, i.e. (p̂·⌦)B+E⇥⌦, in the CKT
and an ordinary boost term �(p/t)(@f/@pz) in Eq. (14)
originating from �p. Because the latter is a standard
term of O(1), such a combination remains up to the O(~)



で境界を取り入れた計算をするための準備
として、まず、有限半径のシリンダー内部に
閉じ込められた物質について、磁気触媒効果
がどのように変更されるのか調べた。	
	 境界の効果を無視すると、ランダウ縮重度
は系のサイズ（あるいは系全体に印加された
磁束）に比例する。このような近似的な扱い
は、小さい半径や弱い磁場に対して破綻する。
我々は正確に解いた波動関数で完全系を張
り、境界に関しては近似を入れない計算を完
遂した。具体的には、運動量積分は、
Bessel-Fourier 展開のモード和に置き換え
られる。	
	 計算の結果、系の驚くべき挙動を発見した。
下図で、αは系の半径 2乗と磁場に比例する
無次元パラメターである。αが大きいときに
はゼロモード（青い実線）がシリンダー中央
付近で支配的になっている。励起モード（黄
色い点線）は境界に押し付けられており、も
し境界が遥か遠くにあれば、このモードの寄
与は無視できると考えられる。ここで注目す
べきは、この無視できるように思われるモー
ドの重みが非常に大きくなっていることで
ある。この重みは Bessel-Fourier 展開に付
随する重みであって、単純に数学的に導かれ
るものである。この重みの効果により、無視
できると考えられた波動関数は、境界の直上
では非常に大きな振幅を持っており、表面状
態に大きな効果が見えることを示唆してい
る。	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	 波動関数の挙動から示唆される効果を検
証するために、局所密度近似（密度の微分項
を無視する近似）を用いてカイラル凝縮の値
を半径の関数として求めた。その結果、磁場
中の有限系は、シリンダー中心付近では通常
の磁気触媒効果を感じ、境界付近では、励起
モードの蓄積によって実質的により強い磁
場を感じることになることを見出した。	
	 その後、表面効果は、トポロジー的なカレ
ント期待値に対して通常とは逆の寄与を出
すことを発見し、現在、論文として発表する
ための準備を進めている。	
	
５．主な発表論文等	
（研究代表者、研究分担者及び連携研究者に
は下線）	

〔雑誌論文〕（計１９件） 
他に現在投稿中の論文が３件 
①Hao-Lei Chen, Kenji Fukushima, 
 Xu-Guang Huang, Kazuya Mameda, 
 Surface magnetic catalysis, Phys. Rev. 
 D96, 054032 (2017) [DOI: 
 10.1103/PhysRevD.96.054032]、査読有り 
 
②Shu Ebihara, Kenji Fukushima, Shi Pu, 
 Boost invariant formulation of the chiral 
 kinetic theory, Phys. Rev. D96, 016016 
 (2017) [DOI: 
 10.1103/PhysRevD.96.016016]、査読有り 
 
③Hao-Lei Chen, Kenji Fukushima, 
 Xu-Guang Huang, Kazuya Mameda, 
 Analogy between rotation and density for 
 Dirac fermions in a magnetic field, Phys. 
 Rev. D93, 104052 (2016) [DOI: 
 10.1103/PhysRevD.93.104052]、査読有り 
	
〔学会発表〕（計４０件） 
①Kenji Fukushima, "Extreme Matter in 
Strong External Electromagnetic Fields", 
Nuclear Physics School in Erice, Erice, 
Italy、2016年 9月 19日発表（招待講演） 
 
②Kenji Fukushima, "Magnetic shift of the 
chemical freezeout and electric charge 
fluctuations", Workshop on Magnetic 
Fields in Hadron Physics, Sao Paolo, Brazil、
2016年 5月 9日発表（招待講演） 
 
③ Kenji Fukushima, "Dynamically and 
Spatially Assisted CME", QCD Chirality 
Workshop 2016, Los Angeles, USA、2016
年 2月 23日発表（招待講演） 
	
〔図書〕（計０件）	
	
〔産業財産権〕 
○出願状況（計０件）	
	
○取得状況（計０件）	
	
〔その他〕	
	
	
６．研究組織	
(1)研究代表者	
	 	 福嶋	 健二（FUKUSHIMA,	Kenji）	
	 	 東京大学・大学院理学系研究科・教授	

	 研究者番号：６０４５６７５４	

	

(4)研究協力者	
	 	 Antonino	Flachi	
	 	 Xu-Guang	Huang	
	 	 豆田	 和也（MAMEDA,	Kazuya）	
	

5

because the induced e↵ective chemical potential (i.e. the
rotational energy shift) is always smaller than the low-
est energy gap p0,1. Once eB becomes bigger than the
squared system-size inverse (that is, ↵ & 10 from Fig. 2),
however, the energy gap is significantly reduced and the
anomalous coupling between magnetic field and rotation
is then manifested [14, 21].

IV. INTEGRATION MEASURE AND
REWEIGHTED WAVE-FUNCTIONS

Because the radial momenta are discretized, we replace
the transverse momentum integration with the sums over
quantum numbers, l and k, i.e.

Z
dpxdpy

(2⇡)2
�! 1

⇡R2

1X

l=�1

1X

k=1

1

N
2
l,k

, (18)

where Nl,k represents a weight factor which corresponds
to the integration measure in finite-size systems. In the
B = 0 case, as discussed in Ref. [18], the weight factor
is deduced from the Bessel-Fourier expansion, that is, we
know that in the limit of ↵ ! 0,

N
2
l,k �! 2

R2

Z R

0
rdr

⇥
Jl(pl,kr)

⇤2 (19)

with discretized momentum pl,k in Eq. (16). From the re-
lation in Eq. (8), we extrapolate the above identification
to non-zero ↵ as

N
2
l,k =

2

R2

Z R

0
rdr

⇥
�l(�l,k,

1
2eBr

2)
⇤2

=

Z 1

0
dx

⇥
�l(�l,k,↵x)

⇤2
.

(20)

We can easily confirm that Nl,k defined as above satisfies
the asymptotic behavior in Eq. (19) in the ↵ ! 0 limit.
Moreover, we can readily understand that N

2
l,k goes to

1/↵ in the opposite limit of ↵ ! 1. Then, this exactly
accounts for the appearance of the Landau degeneracy
factor, ↵/(⇡R2) = eB/(2⇡), in Eq. (18) in the strong
magnetic field limit, which also validates Eq. (20). Inter-
estingly, as it should be so, we can prove,
Z 1

0
dx

⇥
�l(�l,k,↵x)

⇤2
=

Z 1

0
dx

⇥
�l+1(�l,k � 1,↵x)

⇤2
.

(21)
This is an important relation; thanks to this equality, we
can commonly use Nl,k to normalize the four component
spinors with both �l,k and 'l,k.

As we see in the next section, the propagator involves
a spinor matrix that is a product of two wave-functions
and, in general, 1/N2

l,k appears together with the propa-
gator. Thus, the physical meaning of Nl,k would become
more transparent if we define reweighted wave-functions
by Nl,k, i.e.

e�l,k ⌘ �l,kp
⇡R2Nl,k

, e'l,k ⌘ 'l,kp
⇡R2Nl,k

(22)

FIG. 3. Radial profiles of |e�l,1| (solid lines) and |e'l,1| (dashed
lines), which are wave-functions normalized by

p
⇡R2Nl,1,

where all the quantities are given in the unit of R. The upper
and the lower panels show the wave-functions for l = 0 and
l = 20, respectively.

for a certain R.

Let us explain the interpretation of the reweighted
wave-functions, e�l,k and e'l,k. We solved the Dirac equa-
tion and gave definitions for �l,k and 'l,k, but they are
not yet properly normalized, where we simply fixed the
overall normalization to reproduce the conventional ex-
pressions in the limit of no boundary e↵ect. The impor-
tant point here is that, for l > 0, 'l,k may penetrate
outside of r > R while only �l,k vanishes at r = R; nev-
ertheless, there is no communication across r = R due
to the no flux condition. Therefore, we should normal-
ize the wave-functions within 0  r  R only. In other
words, we can just presume that the system is empty for
r > R; owing to the no flux condition, even in this sharp
boundary case, there appears no singularity at r = R.
To avoid confusion, we must stress that the above de-
scription is just an interpretation, and the denominator
in Eq. (22) is anyway uniquely fixed in the replacement
of the integration with the discrete sum in Eq. (18).


