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研究成果の概要（和文）：グラフのユークリッド空間への実現可能領域は、elliptopeと呼ばれる凸集合を正射
影したものであり、その面構造の解析は凸最適化分野において重要な研究課題である。このelliptopeの正射影
と古典的な距離多面体の面構造の関係を明らかにし、その理論を基礎に、グラフ実現問に対する新たな組合せ的
アルゴリズムの開発に成功した。
またグラフ実現問題の数理的基盤であるグラフ剛性理論に対してもWhiteleyの多面体大域剛性予想の解決や
Jackson-Jordanの２次元大域剛性定理の無限周期グラフへの拡張など、重要な成果を得ることに成功した。

研究成果の概要（英文）：Understanding the facial structure of projections of the elliptopes is a 
fundamental question in convex optimization. In this study we showed a new connection between 
projections of the elliptopes and the classical distance polyhedra. Based on this connection, we 
developed a new combinatorial algorithm for the graph realization problem. 
We also obtain a substantial contribution to graph rigidity theory. Among others we affirmatively 
settled a conjecture by Whiteley concerning the global rigidity of simplicial polytopes.

研究分野： 離散最適化

キーワード： グラフの実現問題　グラフ剛性　半正定値計画問題

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
グラフを入力とする連続最適化問題は、情報科学の様々な場面で見られる話題であり、入力の疎性を利用した高
速アルゴリズムの設計は一般的に広く利用される技術である。本研究はグラフの実現問題に対し、入力グラフの
代数的・幾何的性質を利用することで、さらに高度で独創的な解法の提案に成功した。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 グラフの実現問題とは指定された辺長を実現するようなグラフのユークリッド空間への埋込
みを求める問題である。分子の立体構造やセンサーネットワークの位置同定等、幅広い応用研
究に現れる重要な研究課題であり、例えば NMR 等からの観測データから分子の立体構造を同
定する問題は 1980 年代から盛んに研究がなされている。 
 グラフの実現問題は NP 困難な問題であるため、様々な角度からアルゴリズムの開発がなさ
れてきた。その中でも特に重要な成果として Biswas-Ye による半正定値緩和が挙げられる。グ
ラフの実現問題は階数制約付き半正定値計画問題として定式化でき、その半正定値緩和は任意
の精度で高次元空間への埋込みを求める。半正定値緩和によって高次元空間への埋込みが高速
に求まることは知られているが、高次元埋込みを目的の次元へ落とし込む作業に対して効率的
な手法が求められている。 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は、グラフ剛性理論を数理基盤とする、低次元空間埋込み問題に対する精度保
証付き高速アルゴリズムの開発を行う事である。またグラフの実現問題は階数制約付き半正定
値計画問題の代表例として認知されており、グラフの実現問題に対し得られたアルゴリズム設
計理論を階数制約付き半正定値計画問題に一般化することを目指す。 
 
３．研究の方法 
 研究代表者のこれまでの剛性理論とアルゴリズム設計理論の知見を基礎に、問題解決の過程
を以下の四つの課題に分類し、適切な課題設定のもと、理論展開を行う。 
・骨組み構造の高次元剛性に対する組合せ的特徴付けの導出。 
・骨組み構造が多項式時間計算可能な低次元折り畳みを有するための組合せ的条件の導出。 
・組合せ的条件に基づく(厳密・近似)アルゴリズムの設計。 
・対称なグラフや無限周期グラフへの展開。 
 
４．研究成果 
 グラフ実現アルゴリズムの開発と，その基礎理論であるグラフ剛性理論に関して以下の研究
成果を得た。 
 
(1) 球面上へのグラフ実現問題の組合せ的側面の解明に向け、符号付き半正定値行列補完問題
を提案し、実行可能領域と距離多面体の面構造の関係を明らかにした。この成果をもとに、グ
ラフが odd-K4 マイナーフリーの場合は、組合せ的多項式時間アルゴリズムで 2次元球面への実
現が求まることを証明した。さらに Arav らによって最近証明された Colin de Verdiere 
parameter が 2以下で抑えられる符号付きグラフの特徴づけを系として得た。  
 
(2)グラフ実行可能領域と距離多面体の関係を利用して、半正定値行列補完問題の特異値の解析
を行った。Browain and Wolkowicz によって提案された面的縮小法は、グラフの実現問題に対
するその有効性が Drusvyatskiy, Pataki, and Wolkowicz によって確認されている。本研究で
は、面的縮小回数(特異値)が1回で抑えられるグラフの特徴づけを与え、Drusvyatskiy, Pataki, 
and Wolkowicz らの未解決問題を解決した。 
 
(3)多面体の剛性は Cauchy の剛性定理以降、常にグラフ剛性理論の中心的話題である。Cauchy
の定理は単体的凸多面体の 1-skeleton の剛性を主張しているが、Hendrickson によって凸多面
体の 1-skeleton は大域剛にはならないことが知られていた。この成果を背景に Whiteley は単
体的多面体に辺を挿入したモデルを考え、大域剛性が得られるための必要十分条件を予想した。
本研究では、この Whiteley 予想の肯定的解決に成功した。また同様の証明方法で、射影平面や
トーラスの三角形分割が大域剛になるための必要十分条件を導出した。 
 
(4)有限グラフに関する最も基本的な剛性定理として Jackson-Jordan による 2次元大域剛性の
組合せ的特徴づけが知られている。近年、結晶構造などの同定問題を念頭に無限グラフの剛性
に関する研究が盛んに行われており、Jackson-Jordan による 2次元大域剛性の組合せ的特徴づ
け定理を無限周期グラフへと拡張することが重要な未解決問題として広く認識されていた。本
研究では格子固定の条件の下、 Jackson-Jordan の定理が無限周期グラフへと拡張可能である
ことを証明した。また系として Jackson-Jordan 定理のトーラス空間への拡張が得られた。 
 
(4)本研究課題の主要な研究対象である行列補完問題やユークリッド行列補完問題において、グ
ラフの完全消去順序の概念が多項式時間可解性に重要な役割を果たしていることが知られてい
る。この完全消去順序の概念の対称行列への一般化を提案し、完全消去順序を有する行列の特
徴付けを与えた。この概念は単調な弦グラフの族に対する同時完全消去順序や重み付きグラフ
の距離保存消去順序などの概念を一般化しており、既存成果の統一的視点を与えることに成功
した。一方で、特徴付けに基づく完全消去順序構成の高速アルゴリズムの設計は未完成であり、
今後の重要な課題である。 



 
(5)Sitharam らの編集で、グラフ実現問題を中心とした幾何制約システムに関する研究を総括
したハンドブック、Handbook of Geometric Constraint Systems Principles が出版された。
グラフの実現問題の数学的基盤であるグラフ大域剛性に関する総説論文を当ハンドブックに 2
編執筆した.本研究プロジェクトで得られた成果を中心に、グラフ大域剛性に関する理論的成果
と関連するアルゴリズム設計手法を整理・解説し、未解決問題を多数提示した。 
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