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研究成果の概要（和文）：本研究課題では，複数本の右辺ベクトル，及び係数行列の対角部分にシフトパラメー
タをもつ連立一次方程式（以下，シフトブロック連立一次方程式）の近似解を，高精度かつ効率良く求めるため
の数値解法について研究を行った．複数右辺ベクトル用の反復法であるブロッククリロフ部分空間反復法を，シ
フトブロック連立一次方程式用に拡張したシフトブロッククリロフ部分空間反復法を構築し，その数値的性能の
検証を行った．その結果，単純な拡張では生成される近似解の精度が劣化することが明らかになった．本研究で
は，近似解の精度劣化を抑える手法を構築し，高精度近似解を生成することが可能となった．

研究成果の概要（英文）：In this project, we studied high accurate and high performance numerical 
methods for solving linear systems with multiple right-hand sides and multiple shifts. We extended 
Block Krylov subspace methods to Shifted Block Krylov subspace methods, and evaluated the 
performance of the developed methods. Through the numerical experiments, we found that the accuracy 
of the approximate solutions generated by the naive extension of Block Krylov subspace methods may 
degrade. In this project, we developed Shifted Block subspace methods which can generate high 
accurate approximate solutions.

研究分野：数値解析

キーワード： 連立一次方程式　複数シフト・複数右辺ベクトル　シフトブロッククリロフ部分空間法
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様	 式	 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通）	

１．研究開始当初の背景	
	 近年，様々な応用分野において数値シミュ
レーションが盛んに行われるようになって
きた．数値シミュレーションの過程において
大規模な連立一次方程式が現れることが多
く，その求解に多くの計算時間が費やされて
いる．	
	 素粒子物理学分野の格子量子色力学
（Quantum	Chromodynamics:	QCD）計算や疎
行列向け固有値解法などにおいて，複数本の
右辺ベクトルをもつ連立一次方程式が現れ
る．また，これらの連立一次方程式の係数行
列の対角部分にはシフトパラメータが含ま
れており，複数のシフトパラメータに対して
連立一次方程式を解く必要がある．これらの
連立一次方程式の求解時間は数値シミュレ
ーションの計算時間の大部分を占めること，
及び得られる近似解の精度はシミュレーシ
ョンの質に大きな影響を及ぼすことから，高
速かつ高精度近似解を生成できる手法の開
発が必要となっている．	
	
２．研究の目的	
	 上述のように，複数右辺ベクトル，及び複
数シフトパラメータをもつ連立一次方程式
を高速に，かつ高精度な近似解を生成できる
数値解法が必要とされている．本研究課題で
は，このような連立一次方程式の数値解法で
あるシフトブロッククリロフ部分空間反復
法に着目し，高速かつ高精度近似解を生成で
きる手法の開発を目的とする．	
 
３．研究の方法 
(1) シフトブロッククリロフ部分空間反復法
の構築 
	 本研究課題では，まずブロッククリロフ部
分空間のシフト不変性に基づくシフトブロ
ッククリロフ部分空間反復法の構築を行う．
ブロッククリロフ部分空間のシフト不変性
とは，シフトパラメータが異なっても生成さ
れるブロッククリロフ部分空間は同一であ
るという性質を指す．この性質を利用するこ
とで，メインとなる連立一次方程式（以下，
シード方程式）をブロッククリロフ部分空間
反復法で解く過程で，他のシフトパラメータ
をもつ連立一次方程式（以下，シフト方程式）
の近似解を係数行列・ベクトル積計算を行う
ことなく更新することができる．研究代表者
がこれまでに構築してきたブロッククリロ
フ部分空間反復法を，シフト不変性を用いる
ことでシフトブロッククリロフ部分空間反
復法に拡張する． 
 
(2) シフト方程式の近似解精度向上手法の開
発 
	 シフトブロッククリロフ部分空間反復法
により，シフト方程式の近似解は少ない計算
量で更新することが可能となるが，得られる
近似解の精度は要求精度に達していないこ
とがある．シフト方程式の近似解は，係数行

列・ベクトル積の計算を行うことなく更新で
きるが，縦長行列と小行列の積計算を多用す
るため，その計算過程で誤差が混入する可能
性がある．本研究課題では，縦長行列と小行
列の積計算を可能な限り回避するアルゴリ
ズムを構築することで，シフト方程式の近似
解への誤差混入の抑制を図る． 
	
４．研究成果	
(1)	シフトブロッククリロフ部分空間反復
法におけるシフト方程式の近似解精度	
	 複数右辺ベクトル用の解法である Block	
BiCGGR 法を拡張して構築した Shifted	Block	
BiCGGR 法の性能を示す．テスト問題として，
素粒子物理学分野の格子量子色力学計算で
現れる連立一次方程式（行列サイズ：
1,572,864，非零要素数：80,216,064）を用
いた．右辺ベクトル数は 12 とし，係数行列
のシフトパラメータσは 0.000,	 0.002,	
0.004,	0.006,	及び 0.008 の 5 つを用いた．
図 1 にシフト方程式に対する Shifted	Block	
BiCGGR 法の真の相対残差を示す．真の相対残
差は近似解の精度の指標であり，この値が小
さければ高精度の近似解が得られているこ
とを示している．Block	BiCGGR 法を単純に拡
張した手法（以下，従来版）の場合は，真の
相対残差が 10-7付近で停滞しており，高精度	

	

(a)	 従来版	

	

(b)	改良版	

	

図 1	 シフト方程式に対する Shifted	Block	
BiCGGR 法の真の相対残差．■：σ=	0.000,	
■：σ=	0.002,	■：σ=	0.004,	■：σ=0.006,	
■：σ=	0.008.	
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(a)	 従来版	
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(b)	 改良版	
	
図 2	 Shifted	Block	BiCGSTAB(ℓ)法の真の相
対残差．■：シード方程式，■：シフト方程
式（倍精度計算），■：シフト方程式（一部
擬似 4 倍精度利用）．	
	
	
の近似解は得られていない．一方，縦長行	
列と小行列の積計算を可能な限り回避した	
改良版では，全体的に真の相対残差が小さく	
なっており，高精度近似解が得られている．	
	 次に，Block	BiCGSTAB(ℓ)法を拡張して構築
した Shifted	Block	BiCGSTAB(ℓ)法の性能を
示す．テスト問題として，The	University	of	
Florida	Sparse	Matrix	Collection の行列
Coupled（行列サイズ：11,341，非零要素数：
97,193）を用いる．右辺ベクトル数は 16，係
数行列のシフトパラメータσは 0.001 とし，
解法のパラメータℓは 2 とした．従来版，及び
改良版の両方において，シード方程式の真の
相対残差は十分に小さくなっている．従来版
におけるシフト方程式の真の相対残差は，倍
精度計算，一部 4 倍精度利用計算の両方とも
10-2 付近で停滞しており，低精度の近似解し
か得られていないことがわかる．一方，改良
版を用いることでシフト方程式の真の相対
残差は 10-7付近まで減少し，一部擬似 4 倍精
度計算を用いることで10-8付近まで減少した．	

(2)	 シフト方程式の近似解精度劣化の数値
的な原因解析	
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The number of right-hand sides, L 	
図 3	 右辺ベクトル数の変化に対する真の相
対残差の変化．	

	

	
	 Shifted	Block	BiCGGR 法によって生成され
るシフト方程式の精度劣化の原因を数値的
に解析する．シフトブロッククリロフ部分空
間反復法では，シード方程式の残差行列とソ
フト方程式の残差行列が同一のブロックク
リロフ部分空間に属することを前提条件と
して，解法が構築されている．ここでは，シ
ード方程式の残差が属する部分空間と，シフ
ト方程式の残差が属する部分空間を，最大正
準角と呼ばれる指標を用いて比較を行い，近
似解の精度劣化との関連性を調べた．最大正
準角は 2つの空間を比較する際に用いられる
手法であり，最大正準角が 0°であれば 2 つ
の空間は等しいことを示す．	
	 テスト問題として，格子量子色力学計算で
現れる連立一次方程式（行列サイズ：
1,572,864，非零要素数：80,216,064）を用
い，シフトパラメータσは 10-4とした．図 3
に右辺ベクトル数を変化させたときのシー
ド方程式，シフト方程式の真の相対残差を示
す．シード方程式の真の相対残差は右辺ベク
トル数によらず十分に小さくなっている．一
方，シフト方程式の真の相対残差は右辺ベク
トル数が増加するに従って大きくなってい
る．また，改良版を用いることで高精度の近
似解が得られていることがわかる．	
	 図 4 に，右辺ベクトル数が 24 本の場合の
最大正準角の変化，及び真の相対残差の変化
を示す．図 4(a)より，従来版を用いた場合は
150 回目付近の反復から最大正準角が大きく
なり，その後 90°に収束した．一方，改良版
を用いた場合は 300 回目付近の反復から最大
正準角が増大した．図 4(b)に示すように，真
の相対残差は最大正準角が 90°に達するま
では減少しており，最大正準角の増加が遅い
改良版では，真の相対残差はより小さな値に
到達できている．このことから，シード方程
式とシフト方程式の残差行列が同じ部分空
間に属するという条件が崩れると，近似解精
度が悪化することがわかった．2 つの部分空
間の最大正準角の増加を抑える手法を構築	
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(a)	 2 つの部分空間が成す最大正準角変化	
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(b)	 真の相対残差の変化	

図4	 右辺ベクトル数が24の場合の最大正準
角と真の相対残差の変化．	

	

	
できれば，更なる近似解精度向上が可能であ
ると考えられる．	
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