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研究成果の概要（和文）：冪零元を持つ係数環上のモニックな（一変数）多項式の二つに対して、最大公約数の
概念を導入した。これを使って、このような係数環上の多項式を扱う中国剰余定理における「余因子」を計算で
きた。それで、三角形集合と呼ばれる辞書式順序グレブナー基底の族の一つを計算するときに、生じる係数の増
大（ビット長）を見積もった。この中国剰余定理がエルミット補間の一種とみなすことができる。この視点か
ら、より多い利点がある重心型のエルミット補間へ変換する計算を研究し、場合によって成功できた。
上記の新規性をもつ結果は、今まで「根基」の場合に制限されていた結果を一般化し、新しい方向性の研究を開
く。

研究成果の概要（英文）：I introduced a new GCD of two monic polynomials defined over rings with 
nilpotent elements. This was applied to the computation of cofactors (also known as Bezout 
coefficients) in the Chinese Remainder Theorem for polynomials with coefficients in such  rings. 
Then, this was exploited to estimate the coefficients growth in the computation of a non-radical 
triangular set (a special lexicographic Groebner basis). This Chinese Remainder Remainder theorem 
can be seen as a kind of Hermite interpolation. Then we have investigated in some special cases the 
conversion to the more amenable barycentric form of Hermite interpolation.
This new  ability to treat polynomials with coefficients in such rings opens the way to new 
directions of research, which were limited so far to the "radical" case. Some of these directions 
are ongoing research.
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１． 研究開始当初の背景 
 
(1) 2010 年代から、暗号方式、デジタル署名
アルゴリズム(DSA)、ペアリング暗号など利
用される有限体の拡大体上の楕円曲線に対
して、指数計算法という離散対数問題の解読
は発展した。特に、二元体の重要なケースが、
Petit-Quisquater らによって、「 first-fall 
degree」という仮定として導入された。正し
ければ初の「準指数時間」のアルゴリズムが
対案されたことになる。 
 
 
２． 研究の目的 
 
(1) それに従って、複数の研究が発表された。
そこで、ポイントは連立代数方程式を解くア
ルゴリズムである。主要なグレブナー基底方
法において、その「first fall degree」仮定が
正しいかを研究する目的であった。 
 
(2)  私の主な研究分野は、連立代数方程式
の計算である。これを活かして、Semaev 多
項に対して Weil 降下を行う前に、消去法を
行おうとし、幾つかの改善を加えられないか
と考えた。 
 
(3) ただ、2015 年に発表された論文 
M.-D, Huang, Kosters, Yao “Last fall 
degree, HFE , and Weil descent attacks on 
ECDLP” (CRYPTO 2015, pp:581-600)  
は、その仮定に対してかなり悲観的な結論を
与えた。それ以来、関連の研究は衰退し、こ
の研究課題の重要性も下がっている。 
 
(4) それで、「研究が当初計画どおりに進まな
い時の対応」で記述したとおり、私はグレブ
ナー基底を中心に研究を続けた。その計画の
目的は、（有限体上の）消去法を行うために
不可欠な、辞書式順序グレブナー基底に関連
するものである。 
 
 
３． 研究の方法 
 
(1) 一変数の多項式の最大公約因子、中国剰
余定理を始め、様々な基礎のアルゴリズムは、
多項式の係数は少なくとも、零因子を含まな
い環とされている。ただ、特別な係数環にお
いては、ある意味では最大公約因子の概念を
定義することができる。その特別な環は、零
次元の準素イデアルの辞書式順序グレブナ
ー基底 Tに対応する剰余環 k[x]/T である。 
零元でない元は、冪零元あるいは単位元であ
る。ということは、整域でもないが、ある意
味では体から離れていない。 
 
(2)そこで、ポイントは上記の剰余環はヘン
ゼル環であり、モニックな一変数の多項式を
互いに素な因数に一意分解できる。従って、

精度を下げれば、多項式の二つは共通因数を
持つことを証明できる。この精度を定義する
ために、前述の準素辞書式順序グレブナー基
底 T を書き直して、なんとかテーラー展開と
類似することを示した、（論文（１））。そこ
でテーラー展開の階数と同様に、制度の概念
を定義した。 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 上記の最大公約因数(英：greatest 
common divisor=gcd)を理論的に完全に定義
した。（雑誌論文(1)）。以降の 3.(2)での説明
どおりに、準素イデアルの精度が下げるにつ
れて、最大公約因数の次数は増える。 
多項式 aと bの gcd に関しては、イデアル等
式<a,b>=<gcd>が求められている一方、精度
の依存で、イデアル等式を満たす唯一の gcd
がない。従って、精度とそれに対応する gcd
をすべて考慮するほかなく、複数 gcd とその
精度を出てくるアルゴリズムの概念を提案
した。このデータを gcd chain と名付けた。 
 
  
(2)その gcd を使って、上記の零等元を持つ
剰余間の上で、中国剰余定理における「余因
子」(英：cofactor) を計算できることを示
した(論文(2))。それで中国剰余定理を適用
できることになり、互いに素な複数の根基で
ない特別な辞書式順序グレブナー基底を構
成することを、論文(2)も記述した。またさ
らにこの過程の下で、行われた係数の膨大
（ビット長に関する計算量）を見積もった。 
 
 
(3) また、多項式補間の分野において、定め
た点における関数の値からだけでなく、関数
の微分における値も扱えるHermite方式では、
重心(英：barycentric)Hermite 方式も知られ
ており、普通の Hermite 補間に比べて利点が
あるといわれている。例えば前者はより小さ
な係数がある一方、直接計算するのは難しい。 
従って、Hermite 方式から重心 Hermite 方式
への変換式が求められている。ある意味では、
二、三変数多項式補間に対して、雑誌論文(3)
はこう変換公式を与えた。 
 
 
(4) 冪零元を持つ環上の多項式に対して、初
めて最大公約因子、中国剰余定理の基礎かつ
古典的のアルゴリズムを設計できるように
なったことで、さらに複数の方向に向けて研
究の可能性が開かれ、新しい結果をもたらす
と期待されている。 
例えば、中間結果（学会発表(４)、今の時で
は投稿中）では、ほぼ任意の辞書式順序グレ
ブナー基底を、準素部分から、中国剰余定理
に沿って、構成することを示した。 
 



(5) その他、論文（4）では、ポスト量子暗
号と呼ばれる次世代公開鍵暗号の候補の一
つである「多変数公開鍵暗号」に貢献した。
今は NIST(アメリカ国立標準技術研究所)で
行われている「ポスト量子暗号の標準化」へ
の公募の背景で、すべての候補を評価するに
あたり、提案されるパラメータも見積もる必
要がある。提案者にパレメータの選択に関し
て根拠を与えるために、ストレステストのよ
うなものが望まれる。 
そこで多変数公開鍵暗号の安全性を根本と
なる「連立代数方程式の解求の困難」を明確
に見積もる必要がある。どれくらい大きな方
程式を解けるかを明らかにするために、我々
は MQ-Challenge を設立した。 
https://www.mqchallenge.org/ 
論文(4)と広告のポスタ(9)では、その
MQ-Challenge を説明し、世界中の研究者に参
加を呼び掛けている。 
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