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研究成果の概要（和文）：（１）任意ランクのドリンフェルト加群の係数を明示的に与えた．その結果を応用
し，ドリンフェルト加群が「超特異的」であるための必要十分条件を，係数を用いて与えた．実際，ランク２と
ランク３の場合に，互いに同型でない超特異ドリンフェルト加群を具体的にいくつか定義した．
（２）ランク２のドリンフェルト加群の係数を，（１）の結果よりさらに明示的に与えた．その結果を応用し，
有限体上の関数体の漸近的最良塔を構成した．

研究成果の概要（英文）：(1) I gave explicitly the coefficients of supersingular Drinleld modules of 
arbitrary rank. By using this result, I proved a necessary and sufficient condition for 
supersingularity. Moreover, I computed several rank-2 (resp. rank-3) supersingular Drinfeld modules,
 which are not isomorphic each other.
(2) I gave explicitly the coefficients of rank-2 supersingular Drinleld modules, which is more 
explicitly than (1). As its application, I constructed an asymptotically optimal towers over finite 
fields. 

研究分野： 代数学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
rank-2 ドリンフェルト加群の超特異多項式
については（１）（２）（３）（４）である． 
 
（１） 1941 年に Deuring は，超特異多項
式（ドイリング多項式）を定義し，それを用
いて，ルジャンドル楕円曲線が超特異的であ
る必要十分条件を与えた．正確には，楕円曲
線が超特異的である必要十分条件が，二つの
零点０と１以外のもう一つの零点がドイリ
ング多項式の根となることを示した． 
 
（２） 1983 年に Gekeler [G83] は，rank-2 
ドリンフェルト加群論が「楕円曲線論」の関
数体類似であることに着目し，（１）の結果
を，ある rank-2 ドリンフェルト加群の場合
に一般化（関数体化）した．正確には，rank-2 
ドリンフェルト加群が超特異的である必要
十分条件を証明した．ただし，ここでは超特
異多項式は明示的には与えず，おおよその形
を与えただけであった．その後，2013 年に 
El-Guindy と  Papanikolas [EP13] は，
shadowed partitions という概念を定義し，
それを用いて，Gekeler 多項式を多少整頓し
た．しかし，これは，本研究の立場からは，
まだ明示的とは言えないものであった．一方，
2014 年に El-Guindy [E14] は，Gekeler と
は異なる，ある rank-2 ドリンフェルト加群
の超特異多項式を明示的に定義し，それを用
いて，超特異的である必要十分条件を証明し
た．ところが，その証明方法は，El-Guindy 多
項式にしか機能しないものであった． 
 
（３） 2011 年に Bassa と Beelen [BB] は，
上述の流れとは独立に，超特異多項式モドキ
を定義し，それを用いて，関数体の漸近的最
良塔を構成した．しかし，証明にはギャップ
があった．具体的には，Bassa- Beelen 多項
式の根が基礎体のある拡大体に含まれるこ
とを主張する証明にギャップがあった． 
 
rank-3 以上のドリンフェルト加群の超特異
多項式族については（４）（５）である． 
 
（４） 2010 年および 2013 年に報告者は，
（１）の結果を，ある曲線の場合に，アーベ
ル多様体（正確には，曲線のヤコビ多様体）
を用いて，一般化（高次元化）した．具体的
には，ドイリング多項式とは異なる，超特異
多項式族を定義し，それらを用いて，ある曲
線が超特異的である必要十分条件を与えた． 
 
（５）研究開始当初は，rank-2 ドリンフェ
ルト加群の超特異多項式については，上述の
ように，いろいろ研究されていたが，rank-3 
以上のドリンフェルト加群の超特異多項式
族については，「アーベル多様体論・ヤコビ
多様体論」の関数体類似であるにもかかわら
ず，それほど研究されていなかった． 
 

２．研究の目的 
おおざっぱには（１）と（２）である． 
 
（１）目的の一つは，研究開始当初の背景
（３）の Bassa と Beelen のギャップを補
完し，高性能符号を構成することであった．
漸近最良塔の研究は，1995 年に Garcia と 
Stichtenoth により始まり，Elkies により
「モジュラー曲線」に対応することが知られ，
理論的に浅い楕円モジュラー曲線を用いて
いろいろ構成された．ところが，楕円モジュ
ラー曲線は，基礎体が素体の二次拡大なので，
高性能符号が構成できないことがわかって
きた．そこで，ドリンフェルト・モジュラー
曲線を用いることが提案されたが，ドリンフ
ェルト・モジュラー曲線は理論的に深いので，
なかなか掘り当てられなかった．2011 年に 
Bassa と Beelen により掘り当てられたが，
証明にギャップがあった．具体的には，多項
式の根が含まれる有限体を決定する部分に
ギャップがあった．原因は，かれらが由緒正
しい超特異多項式を用いず，超特異多項式モ
ドキを用いたことによる．rank-2 超特異ド
リンフェルト加群は，基礎体の二次拡大体上
定義されるので，超特異多項式の根も基礎体
の二次拡大体に含まれる．ところが，一般の
多項式の根は制御不能で，Bassa-Beelen 多
項式の根も制御不能であった．報告者は，由
緒正しい超特異多項式を用いて，かれらのア
イデアを復活させようとした．そのためには，
任意の rank-2 ドリンフェルト加群の超特
異多項式を明示的に書き下す必要があった．
ドリンフェルト加群の形を特別なものに制
限してしまうと，研究開始当初の背景（２）
のように，明示的に書き下せたとしても，関
数体の塔の理論には応用できない． 
 
（２）rank-3 ドリンフェルト加群の超特異
多項式族が明示的に書き下せれば，「未解決
問題」の一つが解決される．ここで，未解決
問題とは，伊原康隆さんによって定義された，
ある定数（伊原定数）の値を正確に求めるこ
とである．つまり，もう一つの研究目的は，
伊原定数の決定であった．具体的には，ある
ドリンフェルト・モジュラー曲面の塔の超特
異点の個数を正確に求めることである．伊原
定数は上下からそれぞれ評価されているが，
上下の評価の間には差がある．数値実験によ
り，下からの評価に一致すると信じられてい
るが，未解決である．もし rank-3 ドリンフ
ェルト加群の超特異多項式族が明示的に書
き下せれば，あるドリンフェルト・モジュラ
ー曲面の塔の超特異点の個数が正確にわか
り，伊原定数の上からの評価が改良される．
さらに，もし任意 rank のドリンフェルト加
群の超特異多項式族が明示的に書き下せれ
ば，伊原定数において，いま知られているこ
とよりもずっと先のことまでいろいろ多く
のことがわかったり，予想できたりする． 
 



３．研究の方法 
研究目的（１）の Bassa と Beelen の証明
のギャップを埋めた方法について述べる． 
 
（１）Bassa-Beelen 多項式のメリットは，
多項式そのものは明示的ではないが，漸化式
によって定義されているので，関数体の塔の
超特異点の数え上げに応用しやすいことで，
デメリットは，多項式の根が制御できないこ
とであった．これが致命傷になった．一方，
由緒正しい多項式のメリットは，根の制御が
できることで，デメリットは，明示的でもな
ければ，漸化式もないことであった． 
 
（２）由緒正しい多項式を明示的に書き下す
ことが必要になる．以下の方法（あ）（い）
をとった．（あ）標数０の整数環上の多変数
多項式恒等式を証明する．この恒等式はいま
までに知られているものではない．証明は，
組合せ論的で，単項式ごとに整理整頓し，打
ち消されるものと，生き残るものにわけて証
明した．（い）多変数多項式恒等式の変数を
特殊化し，modulo 素数すれば，超特異多項
式が明示的に書き下せる．証明のアイデアは，
いきなり超特異多項式を整頓するのではな
くて，整数環のところでさきに計算しておい
て，最後に modulo するところにある．有限
体上では打ち消しの仕組みが見えないが，整
数環上ではそれが見えることを利用した． 
 
（２）（１）において，由緒正しい多項式が
明示的に書き下せたので，次のステップは，
多項式が分離的であることを示すことであ
った．Bassa-Beelen 多項式の場合は，漸化
式があったので，かれらはそれを用いていた．
由緒正しい多項式では，漸化式は用いず，背
理法によって証明した．形が明示的にわかっ
ているので，この証明方法が機能した． 
 
（３）第３ステップは，関数体の塔において
超特異点が上層階に持ち上がることを証明
することであった．そのためには，超特異多
項式間に漸化式を作る必要がある．ここでも
（１）のアイデアを使った．つまり，有限体
上の多項式をそのまま扱わず，整数環上の多
項式にリフトアップし，漸化式を証明してお
いて，その後 modulo する．このアイデアは
もともと Bassa と Beelen のアイデアで，
かれらとほぼ同じ方法を用いて証明した． 
 
（４）最後のステップは，（３）の漸化式に，
報告者が過去に発見した方法を合わせて超
特異点の個数を数え上げることであった． 
 
以下では，研究目的（２）にある，ある伊原
定数の値を決定した方法について述べる． 
 
（５）伊原定数とは，おおよそモジュラー多
様体の塔の超特異点の個数にあたるもので，
基礎体の位数が平方数の場合は，1960 年代

に伊原康隆さんによりすでに決定されてい
る．ところが，基礎体の位数が平方数でない
場合は未解決で，上下からの評価は知られて
いるが，それらの差は大きい．基礎体の位数
が３乗数のときは，下からの評価は，2005 年
に  Bezerra と  Garcia と  Stichtenoth に
より，関数体の塔の超特異点の個数をおおざ
っぱに数え上げることで与えられた．正確に
数え上げるためには，ドリンフェルト・モジ
ュラー曲面の塔の超特異点の個数を数える
ことになるが，未解決である．そこで，報告
者は，ドリンフェルト・モジュラー曲面の超
特異点は，超特異多項式族の共通根であるこ
とに着目し，多項式族を明示的に書き下し，
数え上げることにした．（１）により，一つ
は明示的に書けているが，残りの多項式族は
まだ明示的には書かれていない．報告者は，
今回はドリンフェルト加群の関数等式を用
いて，多少整理整頓したが，もっと明示的に
書き下せると考えている．基礎体が小さい位
数の場合は，今回の結果でも数値計算は十分
可能なので，実際に超特異点を数え上げた． 
 
４．研究成果 
（１）研究成果の一つは，Bassa と Beelen 
のギャップを修正し，ドリンフェルト・モジ
ュラー曲線の塔に対応する漸近最良塔を構
成したことである．その際に，rank-2 超特
異ドリンフェルト加群を数え上げる超特異
多項式を明示的に書き下したことで，いくつ
か副産物が得られた．超特異楕円曲線を数え
上げるドイリング多項式は，超幾何関数の打
ち切り多項式に一致することが知られてい
る．ところが，「関数体版」の超幾何多項式
は未発見である．副産物の一つ目は，「関数
体版」超幾何多項式のおおよその形が見えた
こ と で あ る ． 二 つ 目 の 副 産 物 は ，
Bassa-Beelen 多項式と，報告者の超特異多
項式との「ズレ」をはっきりさせたことであ
る．これは El-Guindy と Papanikolas に
よって得られた「関数体版」対数関数の係数
を経由することによってなされ，結果的に，
上述の三者の関係をはっきりさせることが
できた．この三者関係によって，直接証明は
できないが，結果的に，Bassa-Beelen 多項
式の根も制御できることがわかった． 
 
（２）研究成果のもう一つは，基礎体の位数
が小さい場合に，rank-3 超特異ドリンフェ
ルト加群を数え上げたことである．言い換え
ると，あるドリンフェルト・モジュラー曲面
の超特異点を数え上げたことである．この結
果と Gekeler の Mass formula の結果とを
合わせると，報告者は超特異点を数えもらさ
ず，数え上げたことがわかる．ドリンフェル
ト・モジュラー曲面の塔を構成し，各階にお
いて，超特異点を数え上げれば伊原定数を決
定することができる．直前までやった． 
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