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研究成果の概要（和文）：本研究では代数的サイクルと(p進)L関数の特殊値との関係について研究を行い, 特に
Chow-HeegnerサイクルとHecke指標の L関数の特殊値の関係について明らかにすることができた. また, 総実代
数体上のユニタリ群から定まる志村曲線上の久賀-佐藤多様体とCM型Abel多様体の直積の上に代数的サイクルを
構成し, p進Abel-Jacobi写像の下での像をColeman積分を用いて記述することができた.

研究成果の概要（英文）：In this research, I studied a relation between algebraic cycles and special 
values of (p-adic) L-functions and I showed an explicit formula between Chow-Heegner cycles and 
special values of L-functions associated to Hecke characters. I also constructed an algebraic cycle 
on the product of a  Kuga-Sato variety over a Shimura curve associated to an unitary group over a 
totally real filed and a CM Abelian variety and gave an explicit description of the image of the 
algebraic cycle under the p-adic Abel-Jacobi map using Coleman integration.

研究分野：岩澤理論
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１．研究開始当初の背景 
 Dedekind ゼータ関数に対する類数公式や
BSD 予想のようにゼータ関数や L 関数と呼
ばれる関数の特殊値とイデアル類群, 単数や
楕円曲線の有理点などのような代数的な対
象との間には深い関係があると考えられて
いる . このような関係は Stark 予想 , 
Beilinson 予想や Bloch-加藤らによる玉河数
予想として問題が定式化され, 様々な研究が
行われてきた. 一方で, このような予想の p
進類似として p進L関数と代数的対象との間
にも深い関係があると期待され, 岩澤理論に
おける重要な研究テーマになっている . 
Galois 表現の変形は岩澤理論の研究におい
て非常に重要であり, Mazur-Wilesのよる有
理数体の場合の岩澤主予想の解決やWilesに
よる総実代数体の岩澤主予想の解決におい
ても Galois表現の p進的な変形理論(肥田理
論)はその証明の中で, とても大きな役割を
果たしている. また近年, L 関数の特殊値と
代数体の単数の関係についての予想である
Stark予想の p進類似であるGross-Stark予
想は Darmon-Dasgupta-Pollackや Ventullo
らによってHilbert保型形式に伴うGalois表
現の肥田変形を用いて, 初め主に単数群のラ
ンクが 1 の場合に研究が行われ, さらにその
後 , その研究を発展させることによって
Dasgupta-Kakde-Ventullo は一般のランク
の場合の Gross-Stark 予想も解決している. 
また, 最近 Bertolini-Darmon-Prasanna や
Darmon-Rotger らにより高次元の多様体の
代数的サイクルから作られる Euler system
を用いて BSD 予想の研究が行われており, 
この研究においても Galois 表現の変形を用
いることがとても重要な点になっている. こ
のように Galois 表現の変形を考えることは
現在でもL関数の特殊値の研究を行う上で欠
かすことのできない手法になっており, 今後
もこのような手法を用いた研究がさらに発
展していくことが期待されている. 
 
２．研究の目的 
 本研究の主な目的は Galois表現の変形を用
いて代数体の単数や楕円曲線の有理点, 久賀
-佐藤多様体上のサイクルなどと L 関数や p
進L関数の特殊値との関係を明らかにするこ
とである. 円分的 p 進 L 関数に対しては
Perrin-Riou が特殊値に関する一般的な予想
を与えているが, それ以外の反円分的 p 進 L
関数や肥田変形に付随する p進L関数に対し
ては特殊値がどのように代数的な対象と関
係するかについて, あまり明らかにはなって
いないことから, 本研究では特に反円分的 p
進L関数の特殊値と楕円曲線の有理点や久賀
-佐藤多様体上の代数的サイクルの関係を明
らかにすることを目標とする . また 
Bertolini-Darmon-Prasanna は久賀-佐藤多
様体とCM型アーベル多様体を直積した多様
体上に一般化 Heegner サイクルと呼ばれる
サイクルを構成し, 反円分的 p進 L関数の特

殊値と関連付けるある種のp進Gross-Zagier
公式を証明し, その公式の様々な応用を与え
ている. このような公式を他の場合にも一般
化し, BSD予想やBloch-加藤予想などの研究
に応用することが具体的な目標である. 
 
３．研究の方法 
 楕円曲線の有理点や久賀-佐藤多様体のサイ
クルをL関数の特殊値やp進L関数の特殊値
と結びつける方法はいくつか知られている. 
例えば Bertolini-Darmon は楕円曲線に対す
る反円分的岩澤主予想の研究の中で志村曲
線の悪い還元を持つ素点における一意化の
理論を用いて Rankin-Selberg L関数の中心
点での値と Heegner 点とレベル上げを用い
て構成される Galois コホモロジーの元を結
びつけるある種の明示的相互法則を示して
いる. この手法を一般化することでまだ知ら
れていない場合に保型L関数の特殊値と代数
的サイクルの関係についての研究を行う. 一
方, Bertolini-Darmon-Prasannaの研究では
一般化Heengerサイクルの p進Abel-Jacobi
写像の下での像を Coleman 積分を用いて記
述し, 反円分的 p進 L関数の特殊値と関連付
けることに成功しており, Coleman積分を用
いる手法も取り入れることで研究を進めて
いく. このような結果の一般化を行うために
は志村多様体を用いた Galois 表現の構成に
関する最近の研究や肥田理論, eigenvariety
といった Galois 表現の p 進変形に関する最
新の研究成果や詳細な知識が必要となるこ
とから, その分野の専門家との研究交流を行
い, さらに研究集会などに参加し情報の収集
を行う. 
 
４．研究成果 
 一般の重さの保型形式と有限位数の虚二次
体上のHecke指標から定まるRankin-Selberg 
L 関数の中心値と久賀-佐藤多様体上の
Heegner サイクルの関係について研究を行い, 
Bertolini-Darmon の手法を久賀-佐藤多様体
の場合に一般化することで明示的相互法則
を証明し, それを用いて Bloch-加藤予想の
特別な場合への応用を行なった. さらにこ
の研究と関連して, R=T 定理を応用すること
で四元数環上の保型形式のレベル上げ定理
を証明し, Jacquet-Langlands 対応の下での
period の比較に関する結果も示すことがで
きた. 
 Bertolini-Darmon-Prasannaは一般 Heegner
サイクルに対する p 進 Gross-Zagier 公式の
応用として楕円曲線上の Chow-Heegner 点の
研究を行っている. 彼らは Tate 予想の仮定
のもとで久賀-佐藤多様体と CM 型アーベル
多様体を直積して得られる代数多様体と CM
型楕円曲線の間に代数対応を構成し, 一般化
Heegner サイクルを用いることで CM 楕円
曲線上に新しく有理点(Chow-Heegner 点)を
構成し, Heegner 点との比較を行っている. 
この研究をCM型楕円曲線の直積の場合に一



般化し, (Tate 予想の仮定のもとで)一般化
Heenger サイクルを用いて CM 型楕円曲線
の直積の上に新しい代数的サイクル
(Chow-Heegner サイクル)を構成し, そのサ
イクルの p進 Abel-Jacobi写像の下での像が
Heegner サイクルの像と関連付けられるこ
とを証明した. さらにその二つの像のずれに
Hecke指標から定まるL関数の特殊値が現れ
ることも証明することができた . また , 
Selmer群の元としては Tate予想を仮定しな
くとも Chow-Heegner サイクルの p 進
Abel-Jacobi 写像の下での像となるべき元が
構成できることも分かった. 
 中央研究院(台湾)の Ming-Lun Hsieh 氏と
総実代数体上の一般化 Heegner サイクルと
反円分的 p進L関数の特殊値についての共同
研究を行い, 実際に総実代数体上のユニタリ
群から定まる志村曲線上の久賀-佐藤多様体
とCM型アーベル多様体を直積した多様体の
上に一般化 Heegner サイクルの拡張になっ
ていると期待される代数的サイクルを構成
し, Coleman積分を用いて p進 Abel-Jacobi
写像の下での像を計算した. この計算結果は
p進Gross-Zagier公式を総実代数体上に一般
化する際に重要な役割を果たすと期待され
る. 
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