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研究成果の概要（和文）：本研究の研究成果は以下の2点である．
（１）Euler-Zagire型の多重ゼータ関数と超幾何関数の関係を明らかにした．
（２）A2, B2, G2型のルート系のゼータ関数の正の整数点での値をリーマンゼータ関数とDirichletのL関数の正
の整数点での値の関係を明らかにした．さらに，A3型のルート系のゼータ関数の正の整数点での値をA2型のルー
ト系のゼータ関数の正の整数点での値の関係も明らかにした．

研究成果の概要（英文）：The research results of this research are the following two parts.
（1）We gave a relation between the Euler-Zagier multiple zeta-function and the generalized 
hypergeometric function.
（2）We obtained evaluation formulas between the values of the zeta-functions of the root system of 
type A2, B2 and G2 for positive integers and the values of Riemann zeta-function and Dirichlet 
L-function for the positive integer. And also, we gave the relations between the values of the 
zeta-functions of the root system of type A2 and A3 for positive integers.

研究分野：解析的整数論

キーワード： 多重ゼータ関数　超幾何関数　関数等式　ベルヌーイ多項式　ルート系のゼータ関数

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
多重ゼータ関数と超幾何関数の関係を用いることで，多重ゼータ関数の関数等式を得られる可能性がある．そし
て，このように超幾何関数を通して，様々な多重ゼータ関数を捉えることで，様々な多重ゼータ関数に対して有
効であるその値の挙動を考察するための研究手法を与えることができる可能性がある．また，ルート系のゼータ
関数に関係する多重ゼータ関数の値の挙動の考察を行うことができれば，物理系への応用が期待できる．
また，ルート系のゼータ関数と他の多重ゼータ関数の関係を明らかにすることで，数理物理に関連するある体積
の関係を明らかすることができた．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
1. 研究開始当初の背景 
本研究における研究対象は多重ゼータ関数である．その多重ゼータ関数はリーマンゼータ関数
の多重化であり、様々な分野と関わりがある．例えば，小森氏, 松本氏, 津村氏により導入さ
れた一種の多重ゼータ関数であるルート系のゼータ関数は物理学者 Witten が与え, Zagier に
より定式化された向き付け可能な閉２次元曲面上の半単純連結コンパクトリー群 G による量
子ゲージ理論の分配関数の定数部分の拡張である. そして, その関数の正の整数点の値は閉２
次元曲面上の主 G 束の平坦接続全体の体積に関係し, ルート系のゼータ関数は数理物理と深
く関わりがある（⑤）．この他にも，多重ゼータ関数は保型形式，ポリログや多重ポリログ，超
越数論などと深く関わり，多重ゼータ関数の正の整数点での値の関係式を考察することが重要
となる． 
実際に、私はこれまでに A2，B2，G2 型のルート系のゼータ関数の正の整数点での値をクラウゼ
ン関数などの一重和の正の整数点での値を用いて表した（③）．また，私は A2，B2，B3 型のル
ート系のゼータ関数に関係する一般化された Mordell-Tornheim 型の 2重，3重ゼータ関数（無
限和が 2個か 3個）の正の整数点での値と Dirichlet の L関数の正の整数点での値との明示公
式を与えた（④）． 
このように私も含め，多重ゼータ関数を扱う数学者はその正の整数点での値に注目することが
多い．一方で，多重ゼータ関数（ルート系のゼータ関数）と分配関数の関わりから見れば，多
重ゼータ関数の正の整数点での値に限らず，多重ゼータ関数の値の挙動の考察も重要となる．
しかし、多重ゼータ関数は多変数関数であるため 1変数関数であるリーマンゼータ関数より扱
いが格段に難しくなっている．そのことが原因で，多重ゼータ関数の値の挙動の研究は思うよ
うに進まず，まだ十分には行われていない． 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は「様々な多重ゼータ関数の値の性質」を考察することである．しかし、研究の
背景で述べたように、多重ゼータ関数は多変数関数であるため、扱いが難しくなっており、多
重ゼータ関数のみに着目して、研究を行うことは困難となる． 
そのため、私は多重ゼータ関数を本質的に理解するための核となる扱いやすい関数に着目する
ことが重要であると考えた．そこで，私は Euler-Zagier 型の 2重ゼータ関数と超幾何関数の関
係を用いて，その関数等式を与えた結果（②）に注目した．このような考え方を他の多重ゼー
タ関数にも応用することができれば，値の挙動に関する結果である関数等式を与えることがで
きる可能性がある．さらに，私はこのような多重ゼータ関数と超幾何関数の関係や関数等式を
用いれば，多重ゼータ関数の細かな値の挙動や正の整数点での値の関係式を考察できる可能性
があると考えた．そのため，私は様々な多重ゼータ関数に対して，超幾何関数との関係性を明
らかにすることが重要であると考えた．具体的な本研究のテーマは以下の 2点である. 
 
(1) 多重ゼータ関数と超幾何関数の関係の考察 
 
(2) 多重ゼータ関数の値の挙動や正の整数点での値の関係式の考察 
 
３．研究の方法 
本研究では Euler-Zagier 型や Mordell-Tornheim 型の多重ゼータ関数などのルート系のゼータ
関数に関連する多重ゼータ関数に対して，以下の研究を行う． 
 
(1) 多重ゼータ関数と超幾何関数との関係を明らかにし，それを用いて多重ゼータ関数の関数
等式を与える．また、具体的な研究手法は以下の通りである． 
まず、古典的に知られているリーマンゼータ関数のガンマ関数を用いた積分表示の一般化であ
る多重ゼータ関数の積分表示を与えることで， 多重ゼータ関数と超幾何関数との関係を明らか
にする．そして，その超幾何関数の変換公式などを用いることで，その多重ゼータ関数の関数
等式を与える．しかしながら、リーマンゼータ関数の考え方を多変数関数である多重ゼータ関
数に安直に適用できない可能性がある．具体的には積分路の変更が必要になってくるが、多変
数関数の場合はどの変数に着目するかによって，それに対応する積分路を上手く変形する必要
がある． 
 
(2) 多重ゼータ関数の正の整数点での値の関係式を考察する．また、この研究の具体的な研究
手法は以下の通りである． 
多重ゼータ関数の正の整数点に上手く条件を付けて，その(1)で求めた関数等式を用いることで，
その多重ゼータ関数の条件を付けた正の整数点での値と多重ベルヌーイ数との関係を明らかに
する．そして，それに多重ベルヌーイ数の関係式を用いることで，その多重ゼータ関数の条件
を付けた正の整数点での値と他の多重ゼータ関数の正の整数点との関係式を考察する．また，
多重ベルヌーイ数の母関数の関係式を考察することで，多重ベルヌーイ数の関係式は得られる
と考えている． 
しかしながら、多重ゼータ関数は多変数関数であるため、正の整数点に上手く条件を付けて、
関数等式を用いたとしても、そのような多重ゼータ関数の正の整数点での値の関係式を考察で



きない場合も考えられる．そのときは、関数等式を使わず、多重ゼータ関数の正の整数点とポ
リログとの関係に注目し研究を行う．具体的には、多重ゼータ関数の正の整数点とポリログの
関係式を用いることで、多重ゼータ関数の正の整数点をベルヌーイ多項式を用いて表す．そし
て、そのベルヌーイ多項式をベルヌーイ多項式の関係式を用いて変形することで、他の多重ゼ
ータ関数との関係を明らかにする． 
 
４．研究成果 
本研究の研究成果は以下の 2つである． 
 
（1）多重ゼータ関数と超幾何関数に関連する結果 
多重ゼータ関数と超幾何関数の関係を考察した．具体的には、Euler-Zagier 型の多重ゼータ関
数と超幾何関数の考察を行なった．すでに、Euler-Zagier 型の 2重ゼータ関数に対しては、超
幾何関数の関係明らかになっており，すでに関数等式を与えられている（②）．つまり、ここで
はその研究の一般化についての考察を行なった． 
その結果、Euler-Zagier 型の多重ゼータ関数の積分表示を与えることに成功した（これについ
てはプレプリントを作成中である）．この積分は合流型超幾何関数の積分表示（1重積分）を多
重化した積分（重積分という意味）となっている．私はこの積分がある種の超幾何関数の役割
を果たすと考えている． 
しかしながら、このある種の超幾何関数であると期待される重積分の性質はまだ明らかにでき
ていない．ここでいう性質とは、超幾何関数の変数変換の性質である．これを与えることがで
きれば、Euler-Zagier 型の多重ゼータ関数の関数等式を与えることが可能となる．そのため。
この変数変換の性質については、これからも研究を行なっていく． 
 
（2）多重ゼータ関数の正の整数点に関連する結果 
A2，B2，G2 型のルート系のゼータ関数の一般化した 2重ゼータ関数の正の整数点での値の考察
を行った．この研究は②, ③の研究と深く関係する． 
具体的には， A2，B2，G2 型のルート系のゼータ関数はそれぞれ変数の数が異なるが，それら
のルート系のゼータ関数の正の整数点での値は部分分数分解を行うことにより、本質的には 3
変数の 2重ゼータ関数の正の整数点に帰着することができる（これは②においてすでに与えた
結果である）．そして、その 3変数の 2重ゼータ関数の正の整数点の値を積分を用いて表し、そ
の被積分関数に現れるベルヌーイ多項式にベルヌーイ多項式の関係式を用いることにより 1重
和の関数との関係を明らかにした．この結果により，A2，B2，G2 型のルート系のゼータ関数の
ある条件を付けた正の整数点での値がリーマンゼータ関数や Dirichlet の L関数の正の整数点
を用いて表すことに成功した．この結果はすでに出版されている（①）． 
 
また, この他に A3 型のルート系のゼータ関数の正の整数点での値の考察も行なった．ここでは，
まず，A3 型のルート系のゼータ関数の正の整数点での値に部分分数分解を用いて、3重ゼータ
関数の正の整数点での値の和に帰着できることを示した．そして，A2，B2，G2 型のルート系の
ゼータ関数の一般化した 2重ゼータ関数の正の整数点での値の考察で用いた方法を基にして、
その 3重ゼータ関数の正の整数点での値を考察した． 
具体的な研究成果としては，A3型のルート系のゼータ関数のある条件を付けた正の整数点での
値が A2 型のルート系のゼータ関数の正の整数点での値との関係を明らかにした．この結果は
A2 型のルート系のゼータ関数のある条件を付けた正の整数点での値が A1 型のルート系のゼー
タ関数の正の整数点での値を用いて表すことができる結果の類似になっており，ルート系のゼ
ータ関数のつながりを明確にできる有意義な結果である．この結果に関してはプレプリントを
作成中である． 
しかしながら，一般の Ar型のルート系のゼータ関数（rは 4以上の整数）の正の整数点での値
と他のルート系のゼータ関数との関係は明らかにできていない．そのため，一般の Ar 型のルー
ト系のゼータ関数の正の整数点での値に関しては，今後も研究する必要がある．さらには，Ar
型に限らず他のルート系のゼータ関数の正の整数点での値に関しても，それぞれのつながりに
ついて研究する必要がある． 
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