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研究成果の概要（和文）：代数多様体の自己同型を調べることは基本的な問題である．特にK3曲面の自己同型を
調べることは重要である．K3曲面は至る所消えない正則2形式を持つが，K3曲面に作用する有限群はそれへの作
用によって「シンプレクティック」または「非シンプレクティック」と呼ばれる．
この研究ではK3曲面の位数16の非シンプレクティック自己同型の分類や指数7の対数的エンリケス曲面の研究を
行った．

研究成果の概要（英文）：It is a fundamental problem to study automorphisms of algebraic varieties. 
In particular, studies on automorphisms of K3 surfaces are one of the important problems. By the 
definition of K3 surfaces, these have a nowhere vanishing holomorphic 2-form. A finite group which 
acts on K3 surfaces as automorphisms is called "symplectic" or "non-symplectic" if it acts trivially
 or non-trivially on a nowhere vanishing holomorphic 2-form, respectively.
In the research, we classify complex K3 surfaces with non-symplectic automorphism of order 16 in 
full generality, study log Enriques surfaces of index 7.
 

研究分野： 代数幾何
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研究成果の学術的意義や社会的意義
幾何的対象を考察する際，それが持つ対称性に注目することで新たな世界が見えてくることがある．例えば，一
般の三角形に対称性は無いが，二等辺三角形や正三角形のような特殊な三角形は「左右対称」や「120度の回
転」など特別な対称性を持つ．二等辺三角形や正三角形の特殊性はこのような対称性の存在によって特徴付けら
れているとも言える．本研究のように対称性を表す自己同型を通して代数多様体を調べることで，新たな知見が
得られた．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 代数多様体の対称性を表す自己同型の研究は本質的で重要なものとされているが，K3 曲面の
非シンプレクティック自己同型は Nikulin をパイオニアとし，多くの数学者によって調べられ
ていた． 
 非シンプレクティック自己同型の分類に関しては素数位数の場合に Nikulin, 小木曽，Zhang，
Artebani, Sarti, 研究代表者らによって，ネロンセベリ格子への作用が自明な場合は金銅，研
究代表者らによって知られていた．また自己同型の位数がある程度大きな場合には，分類を行
う上で重要な固定点集合は明示されてはいなかったが，そのような自己同型を持つ K3 曲面の一
意性は金銅，Xiao らによって知られていた．一般的な合成数位数や素数ベキ位数の場合はあま
り調べられていない． 
 
 
２．研究の目的 
 特別な対称性によって統制される K3 曲面を調べる．特に 
(1) K3 曲面が唯一に定まるような特別な対称性の決定 
(2) K3 曲面が持つ非シンプレクティックな対称性の分類 
が目的である．より詳しくは以下である． 
 (1) では主に非シンプレクティック自己同型を持つ K3 曲面を想定して研究を進める．一般に
位数が大きな非シンプレクティック自己同型は K3曲面の一意性を導きやすいが，実際にどのよ
うな位数が一意性を導くのかは不明である．まずはこの問題を明らかにし，同時にそのような
自己同型を持つ K3 曲面の定義方程式を書き下す．そしてネロン・セベリ格子や自己同型の局所
的な作用の仕方なども含め，幾何構造を明らかにする．(2) については非素数位数の自己同型
を調べることになるが，特に小さな位数について考察する．（位数が大きな場合は(1)になる）
自己同型の固定点集合を記述し，K3 曲面のネロン・セベリ格子の言葉と対応付ける．またこの
ような自己同型を持つ K3曲面の具体例を構成する． 
 
 
３．研究の方法 
 K3 曲面が有限位数 Iの非シンプレクティック自己同型を持つという条件から，K3 曲面の幾何
学にかなり強い条件が課せられる．特に周期領域の次元を Iから計算することができるので，
も非シンプレクティック自己同型を持つK3曲面のジュライ空間の次元が0になるようなIをリ
ストアップすることが可能である．2.(1) を目標とした場合はこのリストアップがスタート地
点となる．その後は各位数毎に研究方法は変わるが，基本的には自己同型の固定点集合に注目
し，１つの K3 曲面に複数の自己同型が作用する可能性が無いことを示していく．実際「K3 曲
面が複数現れて，一意性がない」というケースよりも「K3 曲面は 1つだが，複数の自己同型が
存在する」というケースの方が多い． 
ある程度大きな位数の自己同型は一意性の問題として現れるため，2. (2)では (1)で扱う位

数よりも小さな位数を扱う．実際に調べる自己同型の位数よりも小さな（素数）位数の自己同
型の分類結果，レフシェッツの固定点形式や楕円曲面論などを用いることで，与えられた自己
同型の固定点集合を決定する． 
 このような方法で研究を進めながら，より深い理解を得るためにセミナーや研究集会を開催
し，その中で議論・討論を行いつつ，新たな視点や問題意識を得ながら研究を進めた．  
 
 
４．研究成果 
 2(1) の「K3 曲面が唯一に定まるような特別な対称性の決定」に関しては海外の研究者とも
共同で研究を進めていたが，残念ながら我々よりも一足早くドイツ人の若手研究者によってプ
レプリントが発表された． 
ただ，この研究を行なっていた時に派生した問題として，対数的エンリケス曲面に関する考察

を行なった．対数的エンリケス曲面は K3曲面の非シンプレクティック自己同型による商曲面に
適当な操作を加えた曲面として得られる．また対数的エンリケス曲面から然るべき特異点解消
を（何度か）取ることによって，非シンプレクティック自己同型を持つ K3曲面が得られる．そ
のような対数的エンリケス曲面にある特異点を課したとき，その特異点がどれほど対数的エン
リケス曲面の幾何を統制するか？という話である．特に（標準因子のカルティエ）指数が 7で
A_{15}型の特異点を持つ対数的エンリケス曲面を考察した．これに関しては結果をまとめ，現
在論文を投稿中である． 
2(2)の「K3 曲面が持つ非シンプレクティックな対称性の分類」では Dima Al Tabbaa 氏， 

Alessandra Sarti 氏（ともにポワティエ大学の所属）と共に，位数 16 の非シンプレクティッ
ク自己同型を調べた．位数 16 の「ネロン・セベリ格子に自明に作用する」非シンプレクティッ
ク自己同型はこれまでに調べられたことがあるが，この研究は完全に一般的な仮定の下で自己
同型を分類したものである．基本的にこの手の研究のゴールは固定点集合を完全に記述し，そ
れとネロン・セベリ格子との関係を見ると言ったものである．今回の場合，固定点集合は有理
曲線と孤立点（局所的な作用は色々ある）のみが現れる．またネロン・セベリ格子の階数であ



る，ピカール数は 6と 14の 2種類である．そして K3曲面上の位数 16の非シンプレクティック
自己同型はピカール数 6の場合に 2種類，ピカール数 14 の場合に 5種類の計 7種類に分類され
た．ただし「K3曲面のピカール数が 14 で，自己同型の固定点集合が 1つの有理曲線と 10個の
孤立固定点である」という場合だけ具体的な例を構成しきれなかったが，後に Jimmy Dillies, 
Example of an order 16 non-symplectic action on a K3 surface. J. Algebra 458 (2016), 
216–221.に依って与えられた． 
K3 曲面の非シンプレクティック自己同型の位数のうち，2ベキのものは 2,4,8,16,32 である

が，この論文の登場によって，未解決部分は 4と 8のみになった．これらの場合を調べること
は素朴な興味としても意味のあることだと思われるが，特に位数 4の場合が大切である．上で
述べた対数的エンリケス曲面などの話題とぶつかり，今後の展望が期待される．なお，位数 16
の研究においても位数 4や位数 8の自己同型の考察は必要になるのだが，今回の場合はそれら
の未解決部分にぶつかることはなかった事を注意しておく． 
３で述べた研究集会等の開催であるが，具体的には2015年 8月17日から19日には「第３回 K3

曲面・エンリケス曲面ワークショップ」を，2016 年 10 月 10 日から 12 日には「第 4回 K3 曲面・
エンリケス曲面ワークショップ」を，2017 年 8月 22 日から 24日には「第 5回 K3 曲面・エン
リケス曲面ワークショップ」を，何も北海道教育大学・札幌駅前サテライトにて開催した．2018
年にも同様の研究集会を 9月 10 日から 12日の日程で計画していたが，北海道胆振東部地震の
ために中止した． 
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