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研究成果の概要（和文）：ディオファントス幾何とは多変数多項式の整数解や有理数解について研究する分野
で，Vojta予想はその中での最重要課題の一つである．本研究では，射影平面からブローアップと呼ばれる作業
を繰り返した曲面の上で，Vojta予想を部分解決した．また，射影平面上における整数点集合が沢山ある場合と
沢山ない場合を特徴づけた．自己写像の多重合成を分析する力学系の分野では，一つの3次多項式に関して，合
成を繰り返すごとに分母の素因数分解に新しい素数が登場することを示した．

研究成果の概要（英文）：Diophantine geometry is a study on integral and rational solutions to 
multivariable polynomials, and Vojta’s conjecture is one of the most important conjectures in this 
field. During the span of this grant, I proved a special case of Vojta’s conjecture on surfaces 
which can be obtained as multiple blowups of the projective plane.  Moreover, we characterized when 
the set of integral points for complements of the projective plane can be large, using affine 
algebraic geometry and the notion of weights of fibration introduced by Campana.  In the field of 
arithmetic dynamics where we study iterations of self-maps, we showed that the denominator of each 
point in an orbit under a certain cubic polynomial contains a new prime in its prime factorization.

研究分野： 代数学 (ディオファントス幾何)

キーワード： Vojta予想　整数点　数論的力学系　ブローアップ　最大公約数

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
射影平面における整数点集合の特徴づけでは，アフィン代数幾何という1980年代から主に日本で研究されてきた
分野を，初めて整数論に応用した．これをきっかけにアフィン代数幾何が整数論の世界でもより注目されること
になり，新たな応用が生まれる可能性もある点で学術的意義の高い結果である．また，軌道の点の素因数分解を
用いて暗号を構築できるので，楕円曲線暗号の次となり得る暗号の安全性研究の土台となる点で，社会的意義も
ある．



１．研究開始当初の背景
ディオファントス幾何とは，多変数多項式の整数解や有理数解について，幾何学的に分析する分

野である．最重要課題の一つが本研究題目のVojta予想で，Vojtaが予想を提唱してから 30年たっ
た研究開始当初も，いくつかの特殊な場合を除いて未解決であった．特に整数点に関しては，90年
代の Vojtaと Faltingsの結果，2000年代の Corvaja–Zannierの結果が主な状態であった．
軌道とは，ある空間の自己写像を多重合成することにより点がどのように移されていくかを記録

したものである．空間全体の整数点分析がたとえ難しかったとしても，一つの軌道に限定して考えれ
ば，整数点分析ができるかもしれない，という発想自体は，1990年代の Silvermanの結果以来あっ
たのだが，この発想を高次元化する可能性を見出しつつあったのが，研究開始当初の状況であった．

２．研究の目的
高次元代数多様体におけるディオファントス近似である Vojta予想を通して，代数多様体の有理

点や整数点の分布を調べるのが本研究の目的である．特に，整数点集合に焦点をあてて，数論的な
道具である局所高さを分析する．より具体的には，(1) 代数多様体の整数点集合が退化する必要条件
や十分条件の決定， (2) 自己写像による軌道上にある整数点が，退化するような必要条件や十分条
件の決定，に取り組む．どちらの問題においても，理論構築だけでなく具体例の分析を進め，ディ
オファントス近似の改良と双有理幾何やアフィン代数幾何の理論を融合することで，研究を邁進さ
せることが目的である．

３．研究の方法
本研究は主に個人研究であるが，数学の研究の進展には，専門家との研究討議を通して様々なア

イディア，考え方，手法などの知見を得ることがかかせない．そこで，アラケロフ幾何 ・ 力学系
・ 代数幾何 ・ 論理学の第一人者を招聘したり，彼らの大学に行ったり，共通の学会に参加したり
することで，研究期間を通して研究討議を行った．特に，研究協力者である Levin氏 (米国ミシガ
ン州立大)，Tucker氏 (米国ロチェスター大)，Wang氏 (台湾中央研究院)とは招聘・訪問・研究集
会を通して研究討議を何度も重ねた．その結果，共著論文になった研究も含め，Vojta予想や数論
的力学系の分野の発展に貢献することができた．

４．研究成果
以下，下記５．の〔雑誌論文〕の番号に基づき，論文ごとに解説する．
2⃝ は，研究協力者 Levin氏 (米国ミシガン州立大)との共著論文で，アフィン代数幾何を初めて

整数論へ応用することに成功した論文である．この結果，射影平面の補集合の整数点集合が沢山あ
る場合 (Zariski稠密)，沢山ない場合を特徴づけることができた．より具体的には，対数的小平次
元が 0と−∞のときには，アフィン代数幾何の構造定理から完全決定し，対数的小平次元が 1のと
きは，fibrationに対する Campanaの重み付けを活用することで，整数点集合が Zariski稠密にな
るような方程式を決定した．

2⃝の後半では射影平面の自己射 ϕによる軌道が整数点を沢山持つとき，ϕ−1(E) = Eを満たすよ
うな Zariski閉な真部分集合が存在することを，Lang–Vojta予想というディオファントス幾何の予
想から導いた．このような結果は 1次元では知られているものの，2次元では初めての結果である．

5⃝では，射影平面から多重ブローアップしていった空間上で，Vojta予想を部分解決した．以前
証明した結果 (Trans. Amer. Math. Soc. 364 (2012) と Monatsh. Math. 163 (2011))では扱えて
いなかった因子に対して Vojta予想を解決したことで，新しい最大公約数の不等式を得ることがで
きた．Farey数列と呼ばれる数列が満たす性質を発見できたことが，証明の鍵となった．

8⃝は，本研究開始当初予期していなかった方向の研究である．「軌道の整数点が少ない」という
主張は，軌道の点のうち分母が 1になるものが少ない，という主張なので，「軌道の点の分母の素因
数分解には，毎回，今まで出てこなかった素数が登場する」という主張の方がはるかに精密である．
このような主張を確かめるのに有益な手法は，力学系ガロア表現の像を決定することである．今回
4人の著者とともに，特別な 3次多項式に関してこの決定を行った．その結果，軌道の分母の素因
数分解に登場する素数の割合についても言及することができ，新たな知見を得ることができた．
本研究の期間中は，新しい研究について講演を行うだけでなく，これまでの研究を概説する講演

を行う機会にも恵まれた． 1⃝ は 2018年 12月に京都大学で行った概説講演の報告で，軌道上の整
数点についてや軌道の点の高さの増大度と力学系次数の関連についてまとめた． 4⃝は 2018年 9月
の日本数学会における企画特別講演の報告集で，数論的力学系の分野のうち，アーベル多様体に動
機づけられた問題に焦点をあてた．特に，軌道上の整数点，前周期点，力学系ガロア表現，軌道と
部分多様体の共通部分についてまとめている． 6⃝ と 7⃝ は，Vojta予想の研究背景や近年の進展に
ついてまとめており，より幅広い研究者にこの問題を周知することができた． 9⃝は，近年進展が目
覚ましいmetricなディオファントス近似についての概説である．このような概説講演やその報告集
執筆を通して，研究分野をより盛んにしていく上で必要不可欠な，新しい研究者の参画を促すこと
に貢献できたと考える．
また，５．の〔図書〕 1⃝では，高校数学だけを踏まえるところから始めて，整数論やディオファ

ントス近似の理論を易しく解説することで，最終的には Vojta予想や数論的力学系の紹介まで理解



できるような本を執筆した．数学，特に整数論を目指すきっかけとなり得るものに仕上げることが
できた．
なお，まだ掲載が確定されていないので，５．に含めることはできないが，研究協力者Wang氏

とは，Ru–Vojtaが導入した双有理不変量を用いて新しい最大公約数の不等式を証明することがで
き，Vojta予想を部分解決した．また，研究協力者 Levin氏，Tucker氏とは，2パラメタ―軌道と
呼ばれる軌道上で整数点の有限性を示せる例を構築した．どちらの論文も本研究期間中に論文を執
筆した．
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