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研究成果の概要（和文）：多重ポリログの明示的な解析接続公式を与えた。これは楠氏・中村氏との共同研究に
よる。まず、調和数を補間する関数を用いて2重ポリログの解析接続を与えた。次いで多重調和数を補間する関
数を構成し、その関数の留数を解析することで一般的な多重ポリログの解析接続公式を示した。さらに、この明
示式を用いて種々の多項式族に関する多重Mahler測度を計算することで、多重Mahler測度と多重L値の関係を得
た。一方で、多重ゼータ関数に関連する多重ベルヌーイ数の新たな漸化式を示した。さらに、この漸化式を組合
せ論的観点から捉えることで、ロンサム行列の数え上げに関する漸化式を示した。この研究は大野氏との共同研
究による。

研究成果の概要（英文）：A functional relation for the multiple polylogarithm which gives an analytic
 continuation of the multiple polylogarithm was obtained. We first showed the functional relation 
for the double polylogarithm by using a function which interpolates the harmonic numbers. After 
that, we give the functional relation for multiple polylogarithm by constructing a function which 
interpolates the multiple harmonic numbers and investigating residues of the interpolation equation.
 Furthermore, we try to evaluate multiple higher Mahler measures for several polynomials by using 
such functional relations. This research was a joint work with Kusunoki and Nakamura. Recurrence 
formula for poly-Bernoulli numbers was obtained. In fact, we showed similar recurrence formulas hold
 for the generalized poly-Bernoulli polynomials. Furthermore, we showed that the recurrence formula 
can be regarded as an enumeration formula for certain restricted lonesum matrices. This research was
 a joint work with Ohno. 

研究分野：解析的整数論
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
多重Mahler測度は構造上多重ポリログと深く関係することから、多重ポリログの性質を深く理解するこが重要で
ある。特に多重ポリログの明示的な関数関係式は、多重Mahler測度を具体的かつ明示的に計算するためには必要
不可欠といえる。また、多重Bernoulli数は多重ゼータ関数と深く関係することから、その性質を見出すことで
多重ゼータ関数の新たな性質の解明につながることが期待される。実際に、多重Bernoulli数の新たな漸化式か
ら、ロンサム行列の個数を数え上げに関する等式が得られている。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
Mahler 測度は複素数係数 Laurent 多項式に対して、その単位円周上での積分によって定義され
る実数であり、L 関数の特殊値との関係や多様体の体積としての解釈、周期的解釈など、多く
の分野と関連する非常に興味深い研究対象である。本研究では主に L関数の特殊値との関係に
焦点を当てている。Mahler 測度と L 関数の特殊値の関係は、1981 年に Smyth によって Mahler
測度と Dirichlet L 関数の特殊値との関係が初めて報告され、その後、様々な形でその拡張が
なされ、一般に Mahler 測度と原始的な 2次指標に付随する L関数の特殊値との関係が予想され
ている。また、Deninger によって Mahler 測度の周期的解釈が与えられたことから、Mahler 測
度と曲線に付随するL関数の特殊値の関係に関する膨大な数値実験データがBoydにより与えら
れている。加えて、2003 年には Rodriguez-Villegas によって、ある K3曲面を定義する多項式
の Mahler 測度と、その K3曲面と関連する保型 L関数の特殊値との関係に関する興味深い予想
が提示されている。これら Boyd や Rodriguez-Villegas の予想を実証することが当分野の大き
な課題の一つである。また、近年は黒川・Lalín・落合によりMahler測度の拡張として多重Mahler
測度が導入された。これまでに多重 Mahler 測度は、多重ゼータ値との関係など Mahler 測度と
酷似した性質を持つことを示唆する性質が解明されてきており、新たな性質の追究も課題と言
える。 
 
 
２．研究の目的 
上述の通り、Mahler 測度と L関数の特殊値との関係を示す膨大な数値データの実証が当分野の
課題の一つである。本研究の目的は、多重ゼータ関数やその拡張である多重 L関数の観点から、
Mahler 測度と L 関数の特殊値の関係解明を図ることであった。とりわけ、近年の Shinder- 
Vlasenko の研究では、K3曲面に関連する多項式に付随する Mahler 測度が 2重保型 L 関数の特
殊値を用いて表されるという研究結果が与えられている。これは、Rodriguez-Villegas によっ
て提起された Mahler 測度と L関数の特殊値の関係に関する予想が、多重 L関数の特殊値で述べ
られたものであり、その完全な解決には多重 L関数と従来の L値関数の特殊値の関係を追求し
ていくことが重要であることを示唆していると言える。そのため、本研究では多重ゼータ関数
に焦点を当てている。また、近年導入された多重 Mahler 測度の Mahler 測度と同種の性質がい
くつか得られていることを上で述べた。多重 Mahler 測度の諸性質を追求していくことも本研究
の目的の一つであり、とりわけ、多重 Mahler 測度と多重 L関数の特殊値の関係解明に焦点を当
てた。黒川・Lalín・落合によって初めて報告された多重 Mahler 測度と多重ゼータ値の関係は、
Mahler 測度と L 関数の関係の類似と考えられる。この先行研究を拡張して、多重 Mahler 測度
と多重 L関数の関係を組織的に解明していくことを目標とした。 
 
 
３．研究の方法 
Mahler測度とL関数の特殊値の関係解明に向けて多重ゼータ関数の観点からのアプローチを計
画した。特に、Rogers-Zudilin による保型 L関数の特殊値を付随する保型形式のエータ積表示
を元に解析していく方法に着目し、それを多重 L関数の特殊値の解析に応用することを試みた。
一方、多重 Mahler 測度と多重 L関数の特殊値の関係を解明するために、多重ポリログの関数関
係式を応用した多重 Mahler 測度の解析を計画した。多重 Mahler 測度の興味深い性質が得られ
ているとはいえ、その拡張を図るには汎用性のある効果的な計算方法を確立することが望まれ
る。多重 Mahler 測度と多重ポリログは密接に関係しており、一方で多重ポリログは多様な関数
関係式を有することが知られているため、それを応用して多重 Mahler 測度の汎用的な計算方法
の確立を目指した。 
 
 
４．研究成果 
多重 L 関数の特殊値の解析に関しては、L 関数の特殊値と多重 L 関数の特殊値の関係を解明す
るために、計算機を援用して保型形式のエータ積表示の構造や保型形式の空間の構造に関する
基礎情報を収集するだけでなく、それを元に実際のエータ積表示から誘導されるテータ級数の
代数的関係式を応用することで、付随する L関数や多重 L関数の解析を行った。一方、多重ゼ
ータ関数の特殊値に関しては、近年小野塚によって得られた多重ゼータ関数の漸近展開を精密
に解析することで、非正整数点での特殊値間の関係、分類等を行い、さらにはそれを用いて 3
重ゼータ関数の不確定特異点の解消に取り組んだ。他方、多重 Mahler 測度を効果的に計算する
ために、多重ポリログの明示的な関数関係式の研究にも取り組んだ。とりわけ、楠氏・中村氏
との共同研究において、多重ポリログの明示的な解析接続公式を示した。当研究は段階的に行
われ、まず、調和数を補間する関数を用いて 2重ポリログの解析接続を与えた。次いで多重調



和数を補間する関数を構成し、その関数の留数を解析することで一般的な多重ポリログの解析
接続公式を示した。この明示式を用いて種々の多項式族に関する多重 Mahler 測度を計算するこ
とで、多重 Mahler 測度と多重 L値の関係を得た。さらに、その応用として多重ポリログの帰納
的な構造を述べたパリティ性の証明や、Borwein 等によって導入された多重 Clausen 関数、多
重 Glaishers 関数の明示式を与えた。その他にも、大野氏との共同研究において、多重ゼータ
関数に深く関連する多重 Bernoulli 数の新たな漸化式を与えた。多重 Bernoulli 数の性質が、
多重ゼータ値の関係式の導出に応用されたことから、本研究結果も多重ゼータ値の研究に応用
できるのではないかと思われる。また、新たに得た漸化式を組合せ論的に捉えることで、符号
理論などと関連するロンサム行列の個数の数え上げに関する明示式も得た。さらに、多重
Bernoulli 数の拡張である一般多重 Bernoulli 多項式においても、同種の漸化式が成り立つこ
とを示したことに加えて、Carlitzが導入した重み付きStirling数の性質を一般多重Bernoulli
多項式の解析に応用できることが分かってきたため、重み付き Stirling 数の観点から多重
Bernoulli 数の種々の性質の多項式補間について現在も研究を進めている。 
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