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研究成果の概要（和文）：複雑性1のGKM多様体(2n+2次元の多様体でn次元のトーラス作用を持つ空間)に関連し
た結果として次を得た．
①4頂点完全グラフK4上のGKM多様体の分類．②トーラス作用がいつより大きな次元のトーラス作用へ拡張するか
の不変量を構成した．③G型例外リー群とA2型のリー群への拡張作用を持つ場合の複雑性1のGKM多様体の分類．
④擬トーリック多様体がルート系を持つ場合に多面体のJ-構成が自然に現れることを示した．⑤トーラスオービ
フォールドの同変コホモロジーを計算した(Darby, Songと共同)．⑥flaggedボットタワーを定義しそのトポロジ
ーを研究した(Lee, Song, Suhと共同).

研究成果の概要（英文）：We have obtained the following results about complexity one GKM manifolds:
(1)Classification of GKM manifolds over the complete graph with 4-vertices K4, (2)Construction of 
the invariant about an extension of bigger torus actions, (3) Classification of complexity one GKM 
manifolds with the exceptional Lie group G2 and A2-type Lie group extended actions, (4) Equivariant 
cohomology ring of torus orbifolds (joint work with Darby and Song), (5) Topology of flagged Bott 
tower (joint work with Lee, Song Suh).

研究分野：トーリックトポロジー

キーワード： GKM多様体　複雑性1のトーラス作用　群の作用の拡張
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 トーリック多様体の一般化に当たる GKM
多様体と呼ばれるクラスがある．このクラス
は非常に大きなクラスではあるが，グラフの
組み合わせ論を通してその同変な不変量を
研究することができる．中でもトーリック多
様体の次のクラスに当たると考えられる複
雑性 1のトーラス作用を持つGKM多様体に
関しては，代数幾何やシンプレクティック幾
何においては基礎理論が構築されていて，ど
のようなデータが複雑性 1のGKM多様体を
（不変量のみならず幾何的な対象として）復
元するかが分かり，それをもとに研究が進め
られている．しかしながら，トポロジーから
見た基礎理論は満足のいく形で構築されて
いるとは言い難い． 
  
２．研究の目的 
 ト ー リ ッ ク 多 様 体 に 関 し て は
Davis-Januszkiewiczの研究以来，トーリッ
クトポロジーという形でトポロジーの側か
らの基礎理論が構築・整備され，それをもと
に活発な研究がおこなわれている．特に
Davis-Januszkiewicz が定義した(擬)トーリ
ック多様体は軌道空間と特性関数と呼ばれ
るアイソトロピー部分群の二つのデータか
ら同変同相型は完全に復元できることが分
かっている．本研究では，複雑性 1の GKM
多様体の基礎的な理論の構築を目標とし，擬
トーリック多様体の場合を真似てどのよう
なデータから複雑性 1のGKM多様体は位相
的に復元できるのかを探すことを一つの目
的として研究を進めた． 
 
３．研究の方法 
 最初の年度で，複雑性１の GKM 多様体の軌
道空間は（例えば局所標準的という良い仮定
を置いたとしても）それほど単純な形をして
いるわけではないことが分かった．これは，
Davis-Januszkiewiczの構成方法をそのまま
真似することができない（真似をしたとして
も，そもそもの軌道空間がよくわからないの
で，いいものが出てこない）ということを意
味している．そこで複雑性１の GKM多様体
の中でも対象を狭めてどのような空間が現
れるのかを（より多くの良い具体例と共に）
探ることに方向転換した． 
また，様々な視点からのアイデアを取り入
れるためにも，本研究に直接的とは限らない
が間接的にかかわる研究も同時に行い，様々
な研究集会への参加及び主催を行い他の研
究者達との交流を図った． 
 
４．研究成果 
期間中に以下の結果を得た． 
 （１）4 頂点完全グラフ上の GKM グラフを
分類し，それと対応する幾何的な対象を分類
した．結果として 6次元の複素射影空間と複
素二次超曲面のみが 4 頂点完全グラフを GKM
グラフとして持つものであることが分かっ

た．つまり，この場合の複雑性 1の GKM 多様
体はこの2種類のみの位相型を持つことがわ
かる． 
 （２）GKM 多様体上のトーラス作用がどの
くらい大きな次元のトーラス作用に拡張す
るか調べるための新しい不変量（Group of 
axial functionsと呼んでいる）を構成した．
この結果の応用として，複雑性１の GKM 多様
体がいつトーリック多様体やもっと一般の
トーラス多様体（2n 次元の GKM 多様体で n次
元のトーラス作用を持つもの）になるかが
（大まかに）判定できる． 
 （３）複雑性１の GKM 多様体が拡張作用を
持つ場合の部分的な分類を行った．拡張作用
が推移的になる場合は以前行っているので，
そこに現れる群について以下の二つの結果
を得た： 
①G 型例外リー群を拡張作用として持つ場
合は，もしも多様体が単連結であれば，トー
ラス多様体と 6次元球面の直積になる． 
②A2 型リー群を拡張作用として持つ場合
は（単連結の仮定を付けずに），以下のいず
れかの位相型を持つことが分かった：(i)6 次
元旗多様体上のトーラス多様体束，(ii)4 次
元複素射影空間上の U(2)拡張作用をもつト
ーラス多様体束，(iii) 4 次元複素射影空間
上の複雑性 1 の GKM 多様体束，(iv)(iii)で
えられる多様体からblow-downを施して得ら
れる 2種類の多様体． 
 （４） (擬)トーリック多様体上に空でな
いルート系（M. Masuda と共に定義したもの）
が存在する場合，その軌道空間は単体と多面
体の直積になるか，もしくはある多面体を J-
構成（Bahri-Bendersky-Cohen-Gittler によ
って導入された wedge operation の一般化）
したものと組み合わせ同値になることを示
した．これは，J-構成の幾何的な一つの解釈
を与えるものである．応用として，以下の二
つの事も分かる： 
①(擬)トーリック多様体が拡張作用を持
つこととルート系を持つことが同値である． 
②(擬)トーリック多様体上の拡張作用は
全て Moment-angle 多様体上の拡張作用に持
ちあがる．つまり，(擬)トーリック多様体上
の拡張作用は全て Moment-angle 多様体上の
拡張作用から誘導される（これは以前，余次
元一の軌道を持つ場合の拡張作用に関して
得ていた結果の一般化になる）． 
 （５）トーラスオービフォールド（トーラ
ス多様体のオービフォールドへの拡張）の整
数係数の同変コホモロジー環構造を，トーラ
スオービフォールドが manifold with faces 
(多面体の一般化)のDavis-Januszkiewicz構
成から得ることができかつ奇数次数のコホ
モロジーが消えている場合に対して与えた．
これは，Masuda-Panovのトーラス多様体上
の 同 変 コ ホ モ ロ ジ ー 環 の 計 算 や ，
Bahri-Sarkar-Songのトーリックオービフォ
ールド上の整数係数同変コホモロジー環の
計算の一般化になっている．（A.Darby, 



J.B.Songとの共同研究） 
（６）以前 D.Y.Suh との共同研究で行って
いた，複素射影タワーの研究からの派生とし
て，flagged ボットタワーと呼ばれる旗多様
体のバンドルのタワーを定義して，そのトポ
ロジーを研究した．（E.Lee, J.B.Song, 
D.Y.Suh との共同研究） 
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