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研究成果の概要（和文）：申請者はWasserstein幾何と情報幾何において、熱流の大域挙動が鍵となることを鑑
みて、大域挙動の観点を用いた両幾何の融合を目指した。そして申請者は東京大学の石毛和弘氏とフィレンツェ
大学のPaolo Salani氏との共著にて、ユークリッド空間の熱流が保つ最も強い凹性が対数凹性ではないことを証
明し、熱流で保たれる最強の凹性が何であるかを決定した。
この最強の凹性はその出自により、情報幾何の指数分布族に関する理論とWassrstein幾何における相対エンロト
ピーの凸性の概念を同時に一般化することが大いに期待できる。このように本研究では最適輸送理論と情報幾何
の融合に貢献することができた。

研究成果の概要（英文）：The aim of this research is to combine Wasserstein geometry with Information
 geometry and application of the both geometry to geometric analysis by taking account of the fact 
that the asymptotic behavior of the heat equation plays an important role in geometric analysis. In 
the joint work with Kazuhiro Ishige (the university of Tokyo) and Paolo Salani (university of 
Florence), we proved that the logarithmic concavity is not the strongest concavity preserved by the 
heat equation. Moreover we clarified what is the strongest concavity preserved by the heat equation.
 From the nature of the strongest concavity, it is expected to generalize the theory of Wasserstein 
geometry and Information geometry together by using the strongest concavity. In this way, this 
research made some contributions to a combining Wasserstein geometry with Information geometry.

研究分野： 幾何解析
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研究成果の学術的意義や社会的意義
H.J.BrascampとE.H.Liebが1976年に打ち出した不等式以降、対数凹性は熱流に最適とされ、熱流の漸近解析や形
状解析などの大域解析の軸になっていた。よって上記で述べた熱流で保たれる最強の凹性が対数凹性ではないと
いう事実、および熱流で保たれる最強の凹性を決定した事実は、熱流の大域解析に新機軸を与える。特に熱流に
おけるこの最強の凹性の保存則を導くエントロピーの凸性、およびそのエントロピーの凸性から得られる幾何学
的条件を明らかにすることは、熱流の大域挙動に関わる幾何学、曲率の条件をかした幾何解析に新展開を持ち込
むことが期待できる。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 近年、リッチ曲率の下限および次元の上限を表す曲率次元条件が、Wasserstein 幾何を用い
ることで、リーマン多様体から微分構造を許容しない測度距離空間に拡張された。ここで
Wasserstein 幾何とは、最適輸送理論から導かれる距離空間上の確率測度のなす空間上の距離
の幾何学である。そしてリッチ曲率の下限と次元の上限は、Bishop・Gromov の体積比較定理が
述べるように距離球の体積の振舞を制御する。よって体積に関わる幾何解析を行う上で、曲率
次元条件は重要な役割を果たすことが期待される。 
 また曲率次元条件を定式化する上で鍵となるのが冪分布と密接に関わる Tsallis エントトピ
ーである。そして情報幾何学の指数分布および相対エントロピーに対する理論は、冪分布およ
び Tsallis エントロピーに対して部分的に拡張される。ここで情報幾何学は、確率測度のなす
空間上の計量と接続の幾何学である。しかしその一方で、冪関数と指数関数の違いに基づく
Tsallis エンロトピーならではの独自の理論もあり、Tsallis エンロトピーの性質は解明されて
いないことが多い。 
 そして Wasserstein 幾何学と情報幾何学はともに確率測度のなす空間の上の幾何学だが、様
相は大きく異なる。しかしお互いに関連しあっているため、両者を併用し補い合うことで、申
請者は新しい概念や今まで捉えられなかった現象を描写できると見込んだ。 
 
 
２．研究の目的 
 距離空間上の確率測度の等周関数と集中関数の解析を用いた Wasserstein 幾何学と情報幾何
学の融合が研究当初の目的であった。ここで等周関数と集中関数は幾何学的基本量である『体
積』と『距離』の関係を表す。 形式的には集中関数は等周関数の積分であり、等周関数は集合
の周長をその測度で下から評価する関数である。そして等周関数を下から評価できれば、集中
関数を上から評価することができる。これらの関数不等式をそれぞれ等周不等式と集中不等式
と呼ぶ。そして一般に等周不等式と集中不等式の間には対数ソボレフ不等式と輸送不等式と呼
ばれる関数不等式があり、任意の次元のユークリッド空間上のガウス測度に対してこれらは全
て同値である。そこで一般の距離空間上の確率測度に対して、これらの関数不等式の評価およ
びそれぞれの関係、特に同値になるための条件を明らかにすることを通して、Wasserstein 幾
何学と情報幾何学の融合をし、さらなる幾何解析へ応用することが目的であった。 
 
 
３．研究の方法 
 Wasserstein 幾何と情報幾何において、相対エントロピーに付随して得られる理論は基礎土
台が築かれ、他方面に応用されている。一方で、Tsallis エントロピーに関する性質は未知の
部分が多い。そこで申請者は、Wasserstein 幾何学と情報幾何学の融合によりの未知の領域を
解明することを目指していた。 
 しかし研究が進むにつれ、Tsallis エントロピーに関する両幾何の性質を融合することの困
難さに気づき、申請者は考えている不等式の関係性を他の視点から考えることにした。そこで
確率論の基礎土台をなすガウス測度に焦点をあて、その周辺事象を詳細に調べた。その結果、
東北大学の塩谷隆氏との共著にて、N 次元ユークリッド空間の中の正規直交 n 枠を元とする多
様体である(N,n)-スティーフェル多様体の振舞を描写することに成功した（主な発表論文等〔雑
誌論文〕③参照）。 
 また研究に多様な視点を持ち込むために、グラフなどの離散距離空間における曲率の概念の
考察を試みた。リッチ曲率の下限の概念はグラフにおいても定式化が進んでいるが、様々な定
式化がありそれらの間の関連性は不明瞭なところがある。そこでまず、決定的な定式化がなさ
れている曲面グラフの断面曲率について考察し、新たなる分野に関する基礎知識を蓄え、研究
の土台を固めた（主な発表論文等〔雑誌論文〕②参照）。 
 
 
４．研究成果 
 申請者は、Wasserstein 幾何と情報幾何の両幾何において、熱流の大域挙動が重要な役割を
果たしていることを鑑みて、熱流の漸近解析や形状解析などの大域解析の軸となる対数凹性に
注目した。その結果、申請者は東京大学の石毛和弘氏とフィレンツェ大学の Paolo Salani 氏と
の共著（主な発表論文等〔雑誌論文〕①）にて、ユークリッド空間の熱流が保つ凹性の中で最
も強い凹性が対数凹性ではないことを証明し、さらに熱流で保たれる最強の凹性が何であるか
を決定した。この最強の凹性を我々は２-対数凹性と呼ぶ。 
 ユークリッド空間の熱流における対数凹性の保存則そのものは、H.J.Brascamp と E.H.Lieb
が 1976 年に打ち出した不等式から従い、そしてこの不等式は相対エントロピーの Wasserstein
幾何に関する凸性から従う。そしてまた一般の関数の凸性に対する局所的性質と大域的性質の
同値性は、熱流の保存則を逆に辿り、Brascamp・Lieb 不等式に対応する熱流の保存則を導く不
等式や、この不等式を導くエントロピーの凸性の導出可能性を示唆する。 
 さらに２-対数凹性を特徴付ける関数は対数関数の一般化であるため、情報幾何の対数関数お
よび指数関数を基幹とした既存の理論はこの関数を用いて一般化できることが見込める。 



 以上より、これらの２-対数凹性に付随する情報幾何の理論とエンロトピーの凸性は相性が良
く、融合できることが大いに期待できる。このように本研究では最初の目的とは異なるものの、
最適輸送理論と情報幾何の融合に貢献することができた。 
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