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研究成果の概要（和文）：非正曲率空間に対する非線形スペクトルギャップを厳密に求めることができる新しい
例を構成した. ここで非線形スペクトルギャップとは有限グラフと距離空間のペアに対して決まる量であって, 
距離空間がユークリッド空間の場合にはグラフのラプラシアンのスペクトルギャップと一致するものである. 
GromovによるWirtingerの不等式の応用として, 正多面体の多くと, 幾つかのコクセター群に対して, 非線形ス
ペクトルギャップを厳密に求めることができ, 線形の場合に一致することを示した. 

研究成果の概要（英文）：We studied nonlinear spectral gap with respect to non-positively curved 
spaces, and constructed new examples which exact calculation is possible. Here, nonlinear spectral 
gap is a quantity defined for a pair of a finite graph and a metric space, which coincides with a 
spectral gap for Laplacian of a graph when a metric space is a Euclidean space. As applications of 
Gromov's Wirtinger inequality, we compute nonlinear spectral gap exactly for most of the regular 
polytopes and for some Coxeter groups and showed that they coincide with the linear case. 

研究分野： 幾何学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 Margulis の超剛性定理の幾何学的一般化と
して, リー群や代数群の格子の一般の非正曲
率空間(CAT(0)空間と呼ばれる)への等長作用
を考えると, その作用が固定点を持つか, そ
うでなければ(つまり非自明な作用を許容す
る場合には), リー群, 代数群に付随する対称
空間やビルディングを CAT(0)空間が含むの
ではないかという非常に大きな予想を考え
ることができ, このようなタイプの主張を幾
何学的超剛性という. 幾何学的超剛性に対す
る離散調和写像によるアプローチにおける
重要な進展は, 井関氏, 納谷氏によって与え
られた. 彼らは一般の単体複体にきれいに
(正確には真性不連続かつココンパクトに)作
用する離散群を考え, このような離散群を
CAT(0)空間に作用させた時に固定点を持つ
ための十分条件を, 単体複体の頂点のリンク
のスペクトルギャップの言葉で与えた . 
(Gromov も独立に類似の結果を得ているが, 
少し弱いものであった) ここでのスペクトル
ギャップとは , 重み付き有限グラフと
CAT(0)空間のペアに対して定義される不変
量で, CAT(0)空間がユークリッド空間の時に
は通常のグラフのラプラシアンのスペクト
ルギャップと一致するものであるため, その
非線形の類似物という意味で非線形スペク
トルギャップ(Wang の意味での)と呼ばれる. 
井関氏と納谷氏の与えた十分条件は具体的
には非線形スペクトルギャップがすべての
頂点で 1/2 より大きいというものである. こ
の 1/2 という値は固定点を持たない作用によ
って実現される例が存在することから, シャ
ープであることも分かっている. このため, 
非線形スペクトルギャップがいつ 1/2 を越え
るのかを明らかにすること, 丁度 1/2 に一致
する場合の幾何学的状況を詳しく調べるこ
とが重要となる.  
 非線形スペクトルギャップの評価の一つの
重要な方法は CAT(0)空間の井関納谷不変量
δ([0,1]に値をとる)を上から評価する手法で, 
この手法によりランダム群を用いるとたく
さんの適用例が見つかることが井関氏, 納谷
氏との共同研究により分かっていた. しかし, 
δの厳密な計算例はδ=0 とδ=1 の場合を除
いて存在せず, 得られているδの評価はラン
ダム群に適用するには十分であったが, 幾何
学的超剛性を目指すには粗すぎるものであ
り, 満足のいく理解には程遠いものである. 
だからといって, 井関納谷不変量のより精密
な評価をするという方向の研究は, かなりの
時間を割いたもののあまり良い結果が得ら
れず極めて難しいというのが我々の印象で
ある.  
 一方で Pansu は Gromov によって示された
CAT(0)空間に対する Wirtinger の不等式を
用いることでサイクル, 一般化された三角形
に対してGromovの非線形スペクトルギャッ
プを厳密に計算することに成功した. ここで
Gromov の非線形スペクトルギャップとは上

で述べたWangの意味での非線形スペクトル
ギャップとは少し異なり, 一般には Wang の
ものよりも低い値をとる. しかし, サイクル
の場合の結果は線形の場合に一致しており, 
一般に非線形スペクトルギャップが線形の
スペクトルギャップ以下になることと合わ
せるとWangの意味での非線形スペクトルギ
ャップを求めたことになる. これは全ての
CAT(0)空間に対する Wang の非線形スペク
トルギャップの計算としては, 初めての厳密
な計算例であった.  
そこで我々はこの Pansu による計算を徹底
的に見直し, そこで用いられる Gromov によ
る Wirtinger の不等式の別証明を与えること
で Pansu の計算を完全に初等的な立場から
理解することに成功した . この理解は , 
CAT(0)空間の定義から容易に導出される４
点上の不等式を用いて, その正係数一次結合
として非線形スペクトルギャップの下から
の評価を直接導出するもので, より広いクラ
スの有限グラフに対する応用の可能性を示
唆するものであった.  
 
２．研究の目的 
本研究の目的は, 全ての CAT(0)空間に対す
る非線形スペクトルギャップを厳密に計算
できる有限グラフの例を増やすこと, および
その計算を通して非線形スペクトルギャッ
プが線形の場合に一致するという現象が起
こるグラフのクラスについての知見を得る
ことである.  
 
３．研究の方法 
非線形スペクトルギャップを計算する方法
として, Gromov による Wirtinger の不等式
をそのまま繰り返し用いる手法と, グラフ
の上の Wirtinger の不等式の変種を作りあ
げ, これを適用する手法の二つがある. 前
者が適用できるグラフはかなり限られるが,  
正多面体の多くはこの手法が通用する. グ
ラフによっては後者の手法を取る必要があ
るが, この違いがどこから来るのかは明ら
かではない.  
 
４．研究成果 
(1)正多面体の 1 スケルトンとして現れるグ
ラフ 
正多面体は良く知られているように3次元で
は 5 つ, 4 次元では 6 つ存在し, 5 次元以上
では各次元に3つずつ存在する. サイクルを
2 次元の正多面体(正多角形のこと)の 1 スケ
ルトンと見なすとオリジナルの Wirtinger 
の不等式はこの上の不等式であった. これ
を 3次元以上の正多面体に拡張する研究を行
い, 4 次元の正 120 胞体を除くすべての正多
面体に対して Wirtinger の不等式の類似物
を作ることができた. またこれを用いてス
ペクトルギャップが線形の場合に一致する
ことを示した. この過程で 4 次元の正 24 胞
体, 正 600 胞体の 3次元での切り口に現れる



アルキメデス多面体の一部に対しても
Wirtinger の不等式の類似物, 非線形スペク
トルギャップの計算を行った. 正 120胞体が
できなかったのは, 長さが異なる対角線の
種類が多すぎて, 手計算ではできなかった
ためであり, これをやりきるのは今後の課
題である.  
 
(2)有限コクセター群のケイリーグラフ 
正多面体での計算はアドホックな計算であ
り, どのような理由で非線形スペクトルギ
ャップの計算が可能となっているのかが分
からなかったため, より体系的に捉えるた
めに有限コクセター群の軌道多面体である
ことを使った証明ができないかを検討した. 
二面体群(全てではないが, 位数が小さいも
の)や 4 次対称群のコクセター生成系に対す
るケイリーグラフに対して, 重み付きの
Wirtinger の不等式を得ることができ, こ
れにより重み付きのケイリーグラフの非線
形スペクトルギャップが計算できた. 重み
を動かすことはコクセター群の軌道を取り
替えることに対応しており, 一般の軌道(コ
クセター複体の部屋の内点に対応する退化
していない軌道)の軌道多面体について理解
できたことになる. この研究をさらに進め
て一般の有限コクセター群の重み付き
Wirtinger の不等式, 非線形スペクトルギャ
ップを計算し, 更にその退化した軌道での
様子が理解できると, 正多面体での計算を, 
この巨大な族の中の一つとして理解したこ
とになるが, 現状ではこのように理解する
にはまだまだ解決すべき問題がたくさんあ
る.  
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