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研究成果の概要（和文）：本研究は掛谷極大関数の荷重付評価を研究することで,掛谷問題に新しい研究手法を
見出そうとするものである.平成27年度から平成29年度までの研究で,一般次元における荷重付掛谷極大関数の有
界性を示した.その際の荷重はreverse Holder classに属するものとする. これは1995年のWolffの結果を拡張し
たものとなっている. 
また掛谷問題と関連するHausdorff容量を一般化し,抽象的な2進立方体上で定義されたHardy-Littlewoodの極大
関数の有界性を示した.さらに関連する強極大関数の荷重評価を考察し一般の荷重に対し,Fefferman-Stein型の
不等式を証明した.

研究成果の概要（英文）：The purpose of this study is to investigate the weighted estimate for the 
Kakeya maximal oeprator and to find a new technique and contribution for the Kakeya problem. The 
research from 2015 to 2017, we prove the boundedness of the weighted Kakeya maximal operator in 
general dimensional space assuming underlying weights belong to the reverse Holder classes. This 
result is a generalization of Wolff's range in 1995. 
Further, we generalized the Hausdorff content to the non-additive measure defined on the abstract 
dyadic cubes and prove the boundedness of the Hardy-Littlewood maximal operator. Finally, we 
investigate the weighted estimate for strong maximal operator and prove the Fefferman-Stein type 
inequality with an arbitrary weight.

研究分野： 調和解析

キーワード： 掛谷問題　極大関数

  ２版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
（１）調和解析，実解析には掛谷問題と呼ば
れる未解決問題があり，n 次元 Euclid 空間の
部分集合で，「あらゆる方向の単位線分を含
む測度零の集合」の Hausdorff 次元を求める
問題である．2 次元の掛谷集合の Hausdorff
次元が 2 であることが証明されており，3 次
元以上の n の場合にも，Hausdorff 次元は空
間次元 n と一致すると予想されているが，未
解決である．これは一見すると幾何学の問題
であるが，1970 年代に Fourier 解析と結び
つくことが明らかにされ，1990 年代になっ
て，偏微分方程式に端を発する解析学の諸問
題 ( 波動方程式の局所平滑性の問題，
Bochner-Riesz 総和法の予想，Fourier 制限
問題など)と関連することがわかり，掛谷問題
を解決するために開発される数学の手法が
さまざまな科学技術に影響を与えると考え
られるようになった．  
（２）上述した解析学の諸問題は，掛谷問題
を肯定的に解決するための十分条件として
知られており，「掛谷極大関数の有界性の予
想」もそのひとつである．やはり 2 次元で解
決されているが，3 次元以上については
「Wolff ’s range」と呼ばれる，ひとつの最良
の結果が知られている．掛谷極大関数は 1:N
の長さの比を持つ細長い直方体上の積分平
均で定義され，この直方体は単位線分をわず
かに膨らませたものと考えることで，掛谷問
題との関連が説明される．2 次元で考える場
合，技術的には 2 つの長方形の共通部分の面
積を評価することに帰着されるが，3 次元以
上になると単に 3つの直方体の共通部分を考
える以上の評価を必要とし，非常に難しい問
題となる．  
（３）本研究の技術的背景には「荷重
(weight)」という概念がある．荷重とは荒く
言えば非負の関数ということになるが，
Schrodinger 方程式の解の平滑化評価などの
研究には冪型荷重が重要な役割を果たし，
様々な局面で現れる．また，「掛谷極大関数
の 有 界 性 の 予 想 が 正 し い な ら ば 、
Bochner-Riesz 総和法が正しいことを含意す
る」という逆問題は一見正しいように思える
が，現在の段階でまだ予想であり，ある種の
荷重不等式(Fefferman-Stein 不等式)が正し
いとすれば，この含意が正しいことが示され
る ． こ の よ う に 荷 重 理 論 ， 特 に
Fefferman-Stein 型不等式の研究は広範な応
用範囲を持つ． 
 
２．研究の目的 
（１）本研究は掛谷問題に直接関連する掛谷
極大関数の荷重理論を構築することにより，
未解決問題に対して新しい研究手法を開
発・提案しようというものである．特に先行
研究において荷重付極大関数の研究はまだ
未発展であり，本研究によっていかなる荷重
が有界性を保証するかを調べる．また，
Fourier 制限問題の解決が掛谷極大関数の有

界性を含意するということが一般の次元で
示されているが，荷重付評価はまだ何もわか
っていない．このことに対して，我々の研究
対象である荷重付掛谷極大関数の有界性を
含意するような荷重型 Fourier 制限問題を定
式化する．  
（２）掛谷極大関数に関連して，他にも極大
関数は種々考えられており，方向付極大関数
は掛谷極大関数を制御できることで知られ
ている（一般に極大関数とは，幾何学的に興
味のある集合上で積分平均をとって定義さ
れ，集合は直方体であったり球であったり立
方体であったりする）．また強極大関数や分
数冪極大関数なども，それらを調べる研究手
法は，掛谷極大関数へのアイディアを提供し
ている．一方，近年は Hausdorff 容量を用い
た解析がポテンシャル論と関連して調べら
れている．それは Dirichlet 問題の境界の滑
ら か さ を 評 価 す る 際 に ， 除 外 集 合 を
Lebesgue 測度の意味で測るのではなく，
Hausdorff 容量で測ることで，より精密な評
価 が 可 能 だ か ら で あ る ．本 研 究 で は
Hausdorff 容量を一般的な非加法的測度の枠
組みで調べ，これによって上述した種々の極
大関数の有界性を論じる．これによって，掛
谷問題に適用できるHausdorff容量を用いた
新しい研究手法を開発する． 
（３）極大関数を荷重付 Lebesgue 空間で調
べる際は Muckenhoupt 型の条件を仮定した
研究が進んでいる．この条件を仮定しない場
合，Fefferman-Stein 型の不等式を得ること
ができるが，強極大関数や方向付極大関数に
対する不等式は未開発な点が多く，種々の荷
重不等式の研究が急務である． 
 
３．研究の方法 
（１）荷重付掛谷極大関数の研究においては，
1:N の比を持つ細長い直方体の何本かの共通
部分の荷重付体積をいかに評価するかが問
題となる．Alfonseca，Soria，Vargas らは 2
次元において，2 つの長方形の共通部分に関
する面積不等式が掛谷極大関数の有界性を
示すキーになることを示し，有界性の証明を
簡略化した．我々の過去の研究で， 2 次元に
おける荷重付面積公式開発し，Alfonseca，
Soria， Vargas らの結果を拡張していた．ま
ずこの公式を n 次元に一般化し，Wolff ’s 
range の結果を拡張する． 
（２）掛谷問題は上述した特殊な測度零の集
合の Hausdorff 次元を問題にするが、それを
計算する際 Hausdorff 測度の概念を用いる．
実はこれよりも扱いが簡単なHausdorff容量
という概念も近年積極的に調べられるよう
になっている．現状は各論で調べられている
ために包括的な結果がないが，抽象的な 2進
立方体族上で解析することで一般論を構築
する．さらに，この結果から掛谷集合の次元
との関連を調べる． 
 掛谷極大関数の有界性を調べる際は関数
空間のベースの測度は Lebesgue 測度である



が，Hausdorff 容量によって定まる関数空間
上で解析することで新しい解析手法を提案
する．その最初の研究として，分数冪積分作
用素を Choquet-Lorentz 型空間上でその有
界性を調べる．その際，Hausdorff 容量に荷
重を付加し，Fefferman-Stein 型の不等式の
定式化を試みる． 
（３）（１）と関連する問題であるが，現在
主流となる荷重問題は，極大関数 M 自体に荷
重 w を付加するのではなく，ベースとなる関
数空間に荷重を付加して解析することにあ
る．このとき，荷重に Muckenhoupt 型の条
件を仮定することが多いが，本研究では任意
の 荷 重に対 し て考察 す る．そ の 際 ，
Fefferman-Stein 型の不等式が成り立つこと
が期待されるが，入力関数 f を制御する荷重
付 Lebesgue 空間 Lp(w)の荷重は Mw の形と
はならず，M に対してなんらかの技術的工夫
を必要とする．問題とする極大関数に応じて
この Mw を制御する方法を開発する． 
 
４．研究成果 
（１）掛谷極大関数に荷重を付加する場合，
n 次元の直方体に荷重付体積を計算する必要
があるが，我々の過去の研究で得ていた 2次
元の面積公式を一般の次元に拡張すること
ができた．その際，荷重は reverse Holder 
class と呼ばれる荷重の集合に属す必要があ
ることがわかった．これにより，2 次元で得
ていた結果を拡張するために reverse Holder
型の荷重の性質を精査し，下記の③の論文と
してまとめた．これにより，1995 年の Wolff
による結果（Wolff ’s range として知られる現
在最良の結果(引用文献①)）を拡張すること
ができた．さらに③では，general maximal 
operator と呼ばれる最も抽象的な極大関数
を考えて議論しており，Muckenhoupt の荷
重クラスと，reverse Holder の荷重クラスと
の関係を一般的な枠組みで議論している．こ
れは引用文献②の結果をさらに精密にした
ものである． 
（２）掛谷極大関数は，直方体が 1:N の比を
持つ細長い直方体による積分平均で定義さ
れる．さらに，この直方体に相似拡大を許す
ものと，サイズを固定したものがある．過去
の研究では相似拡大を許す場合で有界性を
示したが，その評価の最良性やサイズを固定
した場合については未解決であった（引用文
献③）．有界性の最良性とは，その有界定数
O((logN)α)に表れる α のオーダーについての
問題であるが（Oはランダウの記号である），
②によって荷重付の場合の最良性を確かめ
ることができた．その際，あらゆる方向の単
位線分を含む面積零の集合が，半径 1の円の
内部に構成できるという Cunningham の定
理(引用文献④)を用いて示した．ただし，最
良性を示す際の荷重は冪型荷重という特別
な形を仮定しており，一般の荷重に対しても
最良性を得ることができるかどうかはまだ
わかっていない．今後の研究課題となる． 

（３）自己相似性を持つ集合のフラクタル次
元の問題は解析学の重要な問題であるが，
Hausdorff 次元を定義する際 Hausdorff 測度
を導入する必要があり，またこれらの計算は
一般に容易ではない．（この概念は，例えば
現実世界ならリアス式海岸のような極めて
複雑な曲線，数学的にはコッホ曲線やシェル
ピンスキー・ガスケットなどのいわゆる「複
雑な図形」の複雑さを定量化しようというも
のである．Hausdorff 測度は Lebesgue 測度
では捉え切れなかった複雑さを測ることが
できる尺度である．）一方それよりも扱いの
簡単な Hausdorff 容量(Hausdorff content)
の解析が最近になって盛んに行われている．
また，Hausdorff 容量によって Hausdorff 次
元を調べることもできる．これまでの先行研
究では各論で調べられていたが，一般的な枠
組みで議論したものを①としてまとめた．通
常の Lebesgue 測度と決定的に異なる点は，
Hausdorff 容量が非加法的測度となることで
ある．本研究では抽象的な 2進立方体を定義
することで，既存の研究の技術を活かしつつ
一般論を展開することができた．これにより，
引用文献の⑤の結果を拡張し，2 進型
Hardy-Littlewood 極大関数の有界性を示す
ことができた．この結果が掛谷問題にどう影
響を与えるかは非常に関心があるところで
あるが，掛谷極大関数に対しても同様な結果
を得ることができるかは非常に難しい問題
であり，現在研究を進めている． 
（ ４ ） 荷 重 付 Lebesgue 空 間 上 の
Hardy-Littlewood の極大関数の有界性は，
Muckenhoupt によって一般論が構築された．
それは Lp(w)上の有界性を考える問題である．
し か し ， 2 組 の 荷 重 に よ る 有 界 性
T:Lp(u)→Lp(w)型とし，u=Tw の形を調べる
と，荷重 w に対して条件を緩和することがで
き，またそれ自体多くの応用を持つ．これを
Fefferman-Stein 型 不 等 式 と い う ．
Hardy-Littlewood の極大関数に対しては荷
重が任意の荷重で成立するが，強極大関数に
ついては強型 Muckenhoupt 条件の結果しか
知られておらず，方向付極大関数については
皆無であった．④の論文では荷重に対して何
の仮定もおかずにu=M1M2wという極大関数
の合成として評価できることを示した．この
形でFefferman-Stein型不等式を証明する研
究方針は高い汎用性が期待されており，海外
の研究者がこの方法でいくつかの結果を得
ている． 
（５）Hausdorff 容量による研究は引用文献
の⑤と Adams の⑥の成果が大きく，特に
Adams は近年にいたるまでの結果がまとめ
られている．だがそこでは，通常の Lorentz
空間のノルムを Choquet 積分によって定め
た関数空間上で分数冪積分作用素の有界性
を論じているが，そこでは証明が述べられて
おらず，またその記述には疑わしい箇所があ
った．我々はこの点を精査し，さらに引用文
献⑦で Tang によって考察されている荷重付



Hausdorff 容量を用いて Adams の結果の正
当化と拡張を行った．またその結果は Tang
の⑦の結果の拡張にもなっている．Adams
が述べている事実は正しかったが，実際の証
明は非加法的測度の精緻な技術を必要とす
るはずで，決して容易なものではない．我々
はここで，荷重付 Hausdorff 容量による
Fefferman-Stein 型の不等式を開発しており，
非加法的測度に対するこの形の不等式はこ
れまでの研究に見られない新しい視点であ
ると考える．この研究は〔学会発表〕の項目
①の研究集会で発表しており，論文としても
現在投稿中である． 
（６）Hausdorff 容量による極大関数の有界
性は，引用文献⑦で示されているように，ポ
テンシャル論への応用を持つ．だが，掛谷極
大関数やそれに関連する極大関数に関する
研究はまだ行われていない．そこで引用文献
⑤の手法を強極大関数に適用し，その有界性
を示す研究に着手し，有界となるための
Choquet 空間の指数が，min(1,d)<p という
条件の下で成り立つという予想を得ており，
まだ論文誌に受理・掲載されていない内容で
あることを断った上で，〔学会発表〕の①で
発表した．現在はこの結果をさらに精査して
いるが，問題の核心は正しく証明できている
ものと考えており，近日中に投稿予定である． 
（７）当初の研究計画では，Fourier 制限問
題に対してしかるべき荷重を付与して，荷重
付掛谷極大関数の有界性を含意することが
できる問題を定式化する方針であったが，従
来知られている結果と我々が扱っている極
大関数は異なるものであり，荷重付 Fourier
制限問題の定式化は本研究課題の期間中に
はできなかった．この問題の解決にはさらに
多くの論文の解読の必要性と研究期間が必
要であると判断し，上述の（５），（６）の研
究方針を取り入れたことをここに報告する． 
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