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研究成果の概要（和文）：数学的に xy≠yx が起こり得るとき、考察の対象は非可換性を持つとよぶ。 本研究
では非可換性を無限次元の空間に表現する作用素環(C*環)の分類を研究し、核型C*環の分類可能性の決定を目指
した。 研究成果として、私がこれまでの研究で与えた Toms-Winter 予想への解をトレースが唯一つという条件
から、有限次元コンパクト空間という広い空間へ拡張する事ができた。また、分類可能である核型C*環のうえに
従順群による力学系を考え、 この力学系の情報を含めた接合積C*環が更に分類可能性を持つ事を示した。

研究成果の概要（英文）：A mathematical object in which xy≠yx can happen is called non-commutative. 
In this research, we aim to classify operator algebras (C*-algebras) which were introduced in order 
to represent non-commutative mathematics in infinite dimensional spaces. As a consequence of this 
study, we generalized my previous answer to Toms-Winter conjecture of the case of a unique tracial 
state, to the case of compact finite dimensional spaces much larger situation. Furthermore, 
investigating discrete countable amenable group actions on classifiable C*-algebras, this research 
showed the classifiability of the crossed product C*-algebras, which are known as  C*-algebras 
containing information on given dynamical systems. 

研究分野：作用素環論
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
作用素環の分類理論における重要未解決問題の1つに　Toms-Winter予想とよばれる問題がある。本研究では、こ
の予想の肯定解を「トレースの端点空間がコンパクト有限次元」という基礎的な場合に与えた。これまで日本の
作用素環の研究が力学系に主眼を置いていたのに対し、この結果は分類理論そのものへ重要な応用を与えたとい
える。また、この結果を更に逆輸入する形で、接合積とよばれる力学系の情報を含む作用素環の分類可能性を示
した。現在 S. White, A. Tikuisis, W. Winter, G. Szabo, をはじめ多くの研究者がこの研究成果を元にした
結果を与えている。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
 
C*環の分類理論は標語的に述べると「非可換な数学的対象である作用素環を、K-群と
よばれる可換な群の情報で分類する」という事である。G. Elliott によって提唱され
たこの分類計画は 2000 年を境に新たな局面を迎え、分類可能性の確立をめざす方向
で研究が展開され始めた。本研究の開始当初は、この方向性で中心的な問題となる 
Toms- Winter 予想がほぼ定理として解決されはじめ、私の先行研究では「純無限」「ト
レースが唯一つ」といった基礎的な条件でこの問題が解決できていた。これらの部分
的解決により、Toms- Winter 予想がほぼ肯定的であると信じられ、現在でも肯定性
を示す方向で研究が推し進められている。この背景をうけ、本研究では残っていた「ト
レース条件」の一般化や, 部分的に定理として確立している Toms- Winter 予想の力
学系への応用を研究した。 
 
２．研究の目的 
 
分類可能性の候補としてあげられた 3つの正則性、「厳比較性」「Jiang-Su環の吸収性」
「核型次元の有限性」が核型作用素環に対しては同値という事が A. Toms, W. Winter 
らによる予想である。以前の私の研究ではこれらの同値性が「トーレースが唯一」「純
無限」などの場合に肯定的である事が示され、肯定解の大筋となるアイディアが得ら
れていた。本研究ではこれらの技術を一般的な条件下へ拡張する事を目的に、特にト
レース条件の拡張と 核型次元の精密な計算を目的とした。 
 
また作用素環の分類理論に付随する形で、その上の力学系を研究する事が分類理論の
創始当初から行われていた。本研究では、上述の分類理論の進展を踏まえ、力学系に
おける「分類可能性」の影響を把握する事を目的とした。また、分類理論で中心的な
役割を果たす Jiang-Su 環とよばれる作用素環の力学系を調べ、この群作用の分類や
分類可能性を明らかにする事を目的とした。 
 
３．研究の方法 
 
(1)分類可能な C* 環を特徴付け、その中で主要な問題である Toms- Winter 予想の
一般解を目指す。 また、Jiang-Su 環の従順群作用に関する結果を、更に広い C* 環
のクラスへ応用する。これらの目標を達成するためには、従順群の分類理論で主要な
道具となる「K-群」などの不変量にたいする見識を深める必要がある。現在、この方
向性では アメリカの M. Dadarlat 氏, コペンハーゲン大学の M. Rordam 氏らが世
界的な専門家として多くの研究結果を残している。特に分類可能性を与えるために必
要な作用素環の同値条件をKK-理論の情報から得るという技術について M. Dadarlat 
- S. Eilers 氏らの研究が重要な鍵として考えられ、現在得られている多くの分類定理
へ応用されている。私は 2015 年から M. Dadarlat 氏のいるアメリカ Purdue 大学
へ 2 年間研究滞在し、セミナーや研究集会を通し彼の持つ技術を本研究へ応用する事
を計画した。特に KK-群の情報を元に単純ではない作用素環の準同型の同値性につい
ては、克服すべき障害があった。私は過去の経験から彼との技術交換により分類可能
性や力学系への応用という視点から、研究の進展が得られると考えた。 
 
(2)従順群の力学系に対する技術をより広いクラスの分類可能性へ応用する。この目的
のため、作用素環の群作用に関する専門家と情報交換を密にする必要があった。特に
作用素環論の群作用の性質として Rohlin 性とよばれる性質が多くの研究者によって
導入されている。特に C. N. Phillips, M. Rordam, I. Hirshberg, G. Szabo, J. 
Zacharias らが従順群の作用に対し多くの研究結果を示している。彼らの所属するア
メリカ、デンマーク、ドイツの研究チームと研究集会などで直接議論を交わし、従順
群の作用に関する情報交換を行った。 
 
４．研究成果 
 
(1)これまでは、トレースを唯一つ持つ作用素環に関し Toms- Winter 予想が肯定的に
解決できていた。 本研究では共同研究者である N. Brown, J. Bosa, A. Tikuisis, S. 
White, W. Winter 氏らと共にこの研究を更に推し進め、トレースの条件を拡張する事
に成功した。具体的には、トレースを唯一つと仮定していた結果を、「トレース空間の
端点全体が有限次元コンパクト」という条件へ拡張した。つまりこの研究により、Toms- 
Winter 予想はトレース空間に依存しない問題である事が裏付けられる。更にこの共同
研究では、有限次元の仮定を取り払い、Toms-Winter 予想で考える３つの条件のうち
２つが同値である事を示した。① 



 
(2)分類可能性の同値条件の 1つに「核型次元」とよばれる不変量が E. Kirchberg, W. 
Winter, J. Zacharias 氏らによって導入されていた。これまでに松井宏樹氏との共同
研究では単純, 可分, 核型, 純無限を仮定すると核型次元が３以下である事が解って
いた。分類理論において核型次元が有限である事は分類可能である事を意味し、Toms- 
Winter 予想では分類可能性と核型次元の有限性が同値と予想されていた。この量は大
雑把に述べると核型次元が低いほど、分類し易い作用素環であるといえる。本研究で
はこの核型次元を更に正確に計算し、純無限の場合は１であると決定できた。Toms- 
Winter 予想では有限という予想であったのに対し、この研究では普遍的な値が具体的
を求まり予想以上の事実が示せたといえる。また、この数字は最適なものである事が
知られている。① 
 
(3)離散従順群の核型 C*環への作用を研究し、そこから自然に得られる作用素環が分
類可能性を満たす事を示した。 
作用素環の上に群の作用が与えられると、そこから自然に「接合積」とよばれる作用
素環が新たに作られる。この接合積は群の作用の情報を内包すると考えられ、力学系
の分類や作用素環の構成に幅広く応用されている。本研究ではこの接合積という操作
が分類可能条件である「Jiang-Su 環の吸収性」を保存する事を証明した。既存の研究
では、この種の分類可能性を得るために力学系に強い外部性を課す必要があり、分類
可能性が群の作用の仕方に依存する事が通説となっていた。実際、多くの研究者が 
Rohlin 性やその類似条件を仮定し、Jiang-Su 環の吸収性やそれと同値な核型次元の有
限性を示している。本研究の代表者も以前は、初等的従順群の作用を研究し、強い外
部作用の条件下で接合積の分類可能性を得ていた。これらの先行結果と比較し、本研
究では力学系にほぼ条件を仮定する事なく、Jiang-Su環の吸収性を得る事に成功した。 
 
この定理から得られる一つの成果として、外部的な従順群作用の接合積が基本的な条
件下では核型次元 1 以下である事を示した。既存の研究では、具体的な構成方法から
Rohlin 次元などの力学系の情報と、もとの環の核型次元を合わせて接合積の核型次元
を計算する方法が考えられていた。この手法は沢山の群作用で応用され、多くの例で
核型次元が計算されている。一方で、この方法は与えられた群作用の条件に強く依存
し、核型次元の最小値が計算できない問題点があった。核型次元１は有限次元環で近
似できる環を除いて最小の値であり、1 以下は最適な数である。本研究では直接この
核型次元の最小値を与え、群作用によらない統一的な計算手法を与えたといえる。② 
 
(4)準同型の2正定値性と直行性を研究し、分解階数の条件を2正定値性で特徴づけた。 
 
作用素環論では準同型を扱う際、「任意の自然数 n に対する n-正定値性」という完全
正定値性を仮定し、議論を行う方法が定着している。議論の中心となる核型、核型次
元、分解階数などはこの完全正定値という条件で特徴づけられる。本研究では、新た
な試みとして完全正定値性を 2 正定値性に弱め分類理論への影響を調べた。結論とし
て、分解階数や核型次元などの概念は完全正定値性を 2 正定値性に弱めた条件でも元
の定義と同値である事が解り、より弱い条件からの特徴付けを得る事ができた。また、
一般の場合に近似的に直交性を満たす 2正定値写像の特徴付けを行った。③ 
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