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研究成果の概要（和文）：　本研究では，集合のオイラー数をその有限加法的測度とする構成可能関数や定義可
能関数といった代数的な背景をもつ関数の積分変換について，反転公式，像の特徴づけ，応用を中心に研究して
いる．本研究課題の研究成果は3つに大別できる：コンパクトグラスマン多様体の間の構成可能関数の位相的ラ
ドン変換の単射性定理の証明，アフィングラスマン多様体の間の大域的構成可能関数の位相的ラドン変換の諸性
質の部分的解明，定義可能関数の位相的ラドン変換の諸性質の部分的な解明，である．

研究成果の概要（英文）： In this research, we study integral transforms of constructible functions 
and definable functions, whose integral theory is based on the topological Euler characteristics. We
 obtained the following results: the injectivity theorem of topological Radon transforms of 
constructible functions on compact Grassmann manifolds, several properties of topological Radon 
transforms of globally constructible functions on affine Grassmann manifolds and several properties 
of topological Radon transforms of definable functions.

研究分野：数学(代数解析学)
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研究成果の学術的意義や社会的意義
　本研究では位相的ラドン変換と呼ばれる積分変換の反転公式や像の特徴づけを中心としたさまざまな性質を研
究している．それは切断面のオイラー数から元の集合を復元するという幾何学的CTスキャンの原理におけるその
切断面の様子や元の集合の復元可能性についての研究であるといえる．今回の研究成果は，先行研究とは数学的
に異なるさまざまな設定の下で，位相的ラドン変換の反転公式や像の特徴づけについて考察を行い，類似の結果
が得られることを明らかにしたものである．
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１． 研究開始当初の背景 
 位相的ラドン変換は，集合のオイラー数をその有限加法的測度とする積分論における，代数
的な背景をもつ構成可能関数の幾何学的な積分変換である．研究代表者は，これまでこの位相
的ラドン変換について，超局所解析的手法や組み合わせ論的手法を用いて研究を行ってきた．
特に，Schapiraによる先行研究の設定を一般化し，グラスマン多様体間の標準的な核をもつ構
成可能関数のラドン変換について，その左逆変換を具体的に構成し，反転公式を証明した．こ
のような幾何学的なラドン変換の反転公式の存在は，ユークリッド空間内のコンパクトな集合
を，次元が指定されたアフィン線形部分空間によるその集合の切断面のオイラー数の情報のみ
から，完全に復元できるという応用がある．これは CTスキャンなどに応用されている解析的
ラドン変換と類似の結果である．さらに，研究代表者は，反転公式を得る十分条件の下で位相
的ラドン変換像がある種の位相的積分方程式系を満たし，左逆変換が右逆変換となることを証
明した．これは解析的ラドン変換の像がある種の偏微分方程式系を満たすことの類似の結果で
ある．また，研究代表者は，双対多様体の幾何学的な次数公式の研究などの位相的ラドン変換
の特異点理論への応用についても，共同研究により結果を得ている． 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は，これまでコンパクトグラスマン多様体を中心に行われてきた位相的ラドン
変換の研究を，その設定をコンパクトグラスマン多様体から旗多様体や一般の等質空間を目指
してさまざまな空間へと拡張して行うことである．具体的には，新しい設定で新たな位相的ラ
ドン変換を定義し，その反転公式，像の特徴づけ，特異点理論への応用に関する研究を行うも
のである．さらに，扱う関数を構成可能関数から定義可能関数へと一般化して，位相的ラドン
変換の振る舞いをも研究する．空間や関数のさまざまな設定を考察することにより，このよう
な幾何学的な積分変換の統一的な理解を目指す．また，本研究で研究するさまざまな幾何学的
積分変換から得られる積分幾何について考察することも目的である．本研究は，研究代表者の
これまでの先行研究の継続課題の研究に位置するものである． 
 
３．研究の方法 
 本研究では，まず計算機による数式処理を利用しながら具体例の構成を行うなどの準備的研
究を行い，新しい現象の発見や新しい数学的構造の発見を試みる．次に，専門家と研究連絡を
行いながら，その準備的な研究の理論的な定式化に取り組む．最後に，期待される命題の証明
に取り組み，全体としての理論構築を行う． 
 
４．研究成果 
 本研究では，集合のオイラー数をその有限加法的測度とする積分論における構成可能関数や
定義可能関数といった代数的な背景をもつ関数の積分変換について研究を行っている．本研究
課題の研究期間において得られた研究成果を大別すると 
・コンパクトグラスマン多様体の間の構成可能関数の位相的ラドン変換の単射性定理の証明 
・アフィングラスマン多様体の間の大域的構成可能関数の位相的ラドン変換の諸性質の部分的
解明 
・定義可能関数の位相的ラドン変換の諸性質の部分的解明 
である． 
まず，コンパクトグラスマン多様体の間の構成可能関数の位相的ラドン変換の単射性定理に
ついて説明する．研究代表者の先行研究により，コンパクトグラスマン多様体の間の構成可能
関数の標準的な核関数をもつ位相的ラドン変換は，次元に関する条件の下で左逆変換が具体的
に構成でき，反転公式が証明されていた．また，同じ条件下で位相的ラドン変換像がある種の
位相的積分方程式系を満たし，さらにはその位相的積分方程式系を満たす構成可能関数が位相
的ラドン変換像として表されるという像の特徴づけも得られていた．一方で，その次元に関す
る十分条件を満たさない場合に，反転公式や位相的ラドン変換像の特徴づけについて，これま
で部分的な考察や結果はあったものの一般的な結果は得られていなかった．今回，先行研究で
得られていた次元に関する十分条件を満たさない場合，位相的ラドン変換は単射ではないこと
を証明した．すなわち，これらの場合には左逆変換は存在せず，反転公式も証明できないこと
が明らかとなり，コンパクトグラスマン多様体の間の構成可能関数の位相的ラドン変換の単射
性を完全に決定できた．証明には位相的ラドン変換像の特徴づけの研究の過程において得られ
ていた位相的ラドン変換像が満たす位相的積分方程式系の性質に関する考察が役立った． 
次に，アフィングラスマン多様体の間の大域的構成可能関数の位相的ラドン変換の研究につ
いて説明する．先行研究では主にコンパクトグラスマン多様体の間の構成可能関数に対して位
相的ラドン変換を研究していた．本研究では，アフィングラスマン多様体の間の構成可能関数
に対して位相的ラドン変換を定義し，コンパクトグラスマン多様体の間の場合と同様の問題で
ある，左逆変換の具体的構成，単射性定理，位相的ラドン変換像の特徴づけに関する研究を行
い，部分的に結果を得た．アフィングラスマン多様体上の構成可能関数は，これまでの局所的
な性質ではなく無限遠における挙動をコントロールするよう大域的な構成可能性をもつものを
対象とした．標準的な核関数をもつ位相的ラドン変換は，コンパクトグラスマン多様体の場合
と平行な議論で，類似の次元に関する十分条件の下で左逆変換を具体的に構成でき，反転公式



が得られることを証明した．位相的ラドン変換が単射となる条件は，コンパクトグラスマン多
様体の場合と異なり，本研究の手法で得た反転公式の十分条件を満たさない場合でも単射とな
る場合が存在することがわかった．単射となる次元に関する条件をすべて決定できたわけでは
なく，現在の手法では判定できない場合も残っている．また，本研究の手法で反転公式自体は
証明できていないが位相的ラドン変換が単射である場合について，左逆変換が具体的にどのよ
うに構成できるのかについてもまだ解明できていない．これらの点については，引き続き研究
を行う必要がある．位相的ラドン変換像の特徴づけに関する研究については，本研究の手法で
反転公式を得る次元に関する十分条件の下で，位相的ラドン変換像がある種の位相的積分方程
式系を満たすことを証明した．結果自体はコンパクトグラスマン多様体の場合と同様である．
その位相的積分方程式系を満たす構成可能関数が位相的ラドン変換で表されるかどうか，すな
わち右逆変換の具体的構成については，コンパクトグラスマン多様体の場合とは異なり，一般
には左逆変換が右逆変換になっていないようである．現在の手法では右逆変換は特別な次元の
場合にのみ構成できている．一般の右逆変換の構成については，現在も未解決であり，今後も
引き続き研究を行う必要がある． 
最後に，定義可能関数の位相的ラドン変換の研究について説明する．研究代表者による先行
研究よって，核関数が三角形分割に関する強い幾何的仮定を満たす場合に定義可能関数の位相
的ラドン変換の反転公式が証明されていた．まず，その仮定を弱め適用範囲を広げる研究を行
った．定義可能関数の位相的積分理論は，定義可能関数の構成可能関数による近似を用いて定
義されるが，積分が線形性を満たさないなどの計算を行う上でさまざまな大きな障害をもつ．
そのため反転公式の証明には積分核や被積分関数に幾何的な仮定が必要であると思われる．本
研究では，先行研究とは異なる幾何学的な仮定の下でも反転公式が得られることを証明した．
先行研究における仮定も本研究における仮定も技術的なものであり，結果を得るためにいくつ
かの仮定の課し方があることがわかった．これらを包括する本質的な幾何的仮定があると思わ
れるが，一般的な設定の下でその本質的な仮定を見出すには至っていない．次に，反転公式を
得るための技術的な仮定よりもさらに強い幾何的仮定の下では，位相的ラドン変換像がある種
の位相的積分方程式を満たすことを証明した．これは構成可能関数の位相的ラドン変換の像の
特徴づけと類似の結果と考えられる．いずれの場合においても，仮定は構成可能関数の位相的
ラドン変換の結果は含んでおり非自明ではないものの，結果を積分幾何などの諸問題に応用す
るには十分な仮定とは言えず，定義可能関数に対する位相的積分理論の整備や積分変換の考察
に適した弱く本質的な幾何的仮定について今後さらなる研究が必要であると思われる．これら
については今後も引き続き研究を行う必要がある． 
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