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研究成果の概要（和文）：非線形分散型波動方程式という重要なクラスの微分方程式に対して, 初期値問題の適
切性と解の長時間挙動の重要未解決問題を解決した. 以下の結果は, 一流学術雑誌に掲載(確定)された: 微分型
非線形シュレディンガー方程式系の臨界ソボレフ空間上の適切性と散乱理論, 藤田指数を持つ消散型波動方程式
の解の爆発時刻の評価, Diracのデルタをポテンシャルに持つ非線形シュレディンガー方程式の解の分類, 緩や
かに減衰する初期値を持つ消散型波動方程式の臨界指数, 時間変数に依存した効果的な摩擦項を持つ非線形波動
方程式の解の爆発時刻の評価, スケール臨界な時間変数に依存した摩擦項を持つ波動方程式の解の爆発.

研究成果の概要（英文）：About nonlinear dispersive wave equations, which belong to important class 
of differential equations, we solved some important open problems about well-posedness of Cauchy 
problem and asymptotic behavior of solutions to the problem. Especially, the following results are 
accepted by authorized journals: Well-posedness and scattering of derivative nonlinear Schr¥"odinger
 system in scaling critical Sobolev spaces, Estimate of lifespan of solutions to nonlinear damped 
wave equation with Fujita exponent, Classification of solutions to nonlinear Schr¥"odinger equation 
with a Dirac delta potential, Critical exponent of nonlinear damped wave equation with slowly 
decaying data, Sharp estimate of lifespan of solutions to nonlinear wave equation with effective 
time-dependent damping, Small data blow-up of nonlinear wave equation with a time-dependent scaling 
invariant damping.

研究分野： 微分方程式

キーワード： 微分方程式　適切性　解の長時間挙動　ソボレフ空間　シュレディンガー方程式　波動方程式　臨界指
数　解の爆発
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
  様々な波動現象の時間発展は, その本質的
な部分を抽出することにより, 非線形分散型
波動方程式の解に近似される. その方程式の
代表例は, 物理学の様々なところで登場する
非線形シュレディンガー方程式や非線形
Klein-Gordon方程式である. しかし, 非線形
偏微分方程式には, 解の表示式が存在しない
ので,時間局所的に定義される解の存在さえ
明らかではない. 自然現象を記述する方程式
は, しばしば, 臨界状態にある. 臨界状態と
は, 方程式の線形部分に由来する分散性と非
線形項から来る非線形性とが釣り合う状況
のことを言い, この状態の問題の解の存在や
その性質を調べるためには, 独創的発想と膨
大な計算をやりきる忍耐力を必要とする. エ
ネルギー臨界冪の集約的な非線形項を持つ
シュレディンガー方程式の解の挙動の分類
を始めとして, 非線形分散型波動方程式の臨
界問題には重要な問題が未解決のままであ
るので, それを解決することが本研究の内容
である. 
 
２．研究の目的 
  自然現象を記述する臨界非線形分散型波
動方程式の初期値問題の適切性と解の性質
に関する未解決問題を解決する. 
 
３．研究の方法 
  非線形偏微分方程式の初期値問題の局所
適切性を示す. そのために, 適切な完備距離
空間を設定して, 微分方程式に対応する積分
方程式を縮小写像の原理を用いて不動点を
見つける . その鍵となる分散型評価 , 
Strichartz 評価 , 加藤型の平滑化効果 , 
Maximal function estimate, bilinear 
Strichartz 評価, Littlewood-Paley 理論を駆
使した非線形評価を示す. 局所適切性に加え
て,解の先験評価式を導出して, 解の時間大
域的存在を示す. ガリレイ変換の生成作用素
等を用いた可換ベクトル場法を用いて先験
評価の導出を試みる. Kenig-Merle 型の議論
を用いて, 初期値に対する小ささの制限の緩
和を試みる . そのために , Linear Profile 
Decomposition, Perturbation Lemma, 
Nonlinear Profiles, Construction of a 
critical element, Rigidity 等を示す. 線形ポ
テンシャルを持つ方程式を扱うために , 
Distorted Fourier 変換, レゾルベント評価
式を用いる.  
 
４．研究成果 
(1)消散項と冪型非線形項を持つ波動方程式
の初期値問題の小さな初期値に対する解の
爆発時刻を評価した.非線形項の次数が藤田
指数かつ4次元以上の場合, 解の爆発時刻の
上からの評価は長い間の未解決問題であっ
た. 私は,小川氏と共同で,従来の試験関数
法をより精密にすることによりこの問題を
解決した. さらに, 爆発時刻の下からの最

適な評価も導出した【論文 10】. 
 
(2)岸本氏と岡本氏と共同で, 微分型非線形
シュレディンガー方程式系の適切性と解の
長時間挙動を研究した.この系に対して,質
量が共鳴条件,非線形項が零条件というある
代数構造条件を満たすとき,Bourgain 空間を
精密かしたU^p,V^p空間空間とその性質等を
用いて,先行研究より十分に広い自然な臨界
ソボレフ空間の枠組みで初期値問題の適切
性と解の自由解への漸近を示した【論文 9】. 
 
(3)戍亥と共同で, 絶対値 p 乗の非線形項と
消散項を持つ Klein-Gordon 方程式の初期値
問題の局所解の存在と大域解の存在を研究
した. これらの問題に対して, 従来の試験
関数法を修正して適用することにより,非線
形項の次数がエネルギー臨界及びエネルギ
ー劣臨界の場合に, 大きな初期値に対する
大域解の非存在を示した. さらに,次数がエ
ネルギー超臨界の場合に局所解の非存在の
結果を得た. 局所解の非存在の結果は,偏微
分方程式の研究において稀有なものであり
興味深い【論文 8】. 
 
(4)Diracのdelta関数を反発的な線形ポテン
シャルに, 集約的に働く質量超臨界の冪型
非線形項を持つシュレディンガー方程式の
初期値問題の解の挙動を研究した.非線形項
も反発的に働く場合, Banica-Vsciglia は
2016 年にすべてのエネルギー有限な解が線
形解に漸近すること示した. しかし, 非線
形項が集約的に働く場合, 爆発解と定在波
解という解の存在が知られており, 解の挙
動を捉えること困難である.私は, 戍亥と共
同で, 線形ポテンシャルのない非線形シュレ
ディンガー方程式の基底状態解未満の質量-
エネルギーを持つ解の挙動を Virial 等式と
関連のある汎関数の正負で解が線形解に漸
近するか, 有限時刻あるいは無限時刻で爆
発するかのいずれかになることを示した. 
さらに,初期値が偶関数という対称性を持つ
場合,その基底状態解の2倍程度の質量-エネ
ルギー未満の解に対して同様の結果を示し
た【論文 7】. 
  
(5) Dirac の delta 関数を反発的な線形ポテ
ンシャルに,消散的長距離効果を持つ冪型非
線形項を持つシュレディンガー方程式の最
終値問題を研究した. 線形ポテンシャルと
長距離型非線形項を持つ方程式の研究は, 
極めて少ない.それは,非線形構造を考慮に
入れる必要があることとFourier変換が機能
しないことに起因する. そこで,Distorted 
Fourier 変換を用いた適切な近似解と
Distorted Fourier変換の性質を用いて,適切
な重み付きSobolev空間に属する任意の初期
値に対して, 修正された線形解に漸近する
大域解の存在と L^2 ノルムの減衰を示した
【論文 6】. 



 
(6)戍亥氏と若杉氏と共同で, 冪型非線形項
を持つ消散型波動方程式に対してL^1よりも
空間遠方で遅く減衰する初期値を持つ初期
値問題の解の存在・非存在と大域解の長時間
挙動を研究した.初期値が L^1 より早く減衰
する場合,解の存在等を調べた研究は多くあ
る.しかし, L^1より遅い初期値を持つそれら
の研究は極めて少ない. 我々は, 重み付き
Sobolev 空間の枠組みで, 局所適切性, 大域
適切性, 解の長時間挙動を示した. さらに
大域解の存在と非存在を分ける臨界指数を
発見した【論文 5】.  
 
(7)藤原氏と若杉氏と共同で, 弱連立系複素
ギンツブルグランダウ方程式の小さな初期
値に対する解の爆発を研究した.この方程式
に, 従来の試験関数法を適用することによ
り,非線形項の次数が, 藤田臨界及び劣臨界
の場合に, 小さな初期値に対する爆発解の
存在がわかる.しかし, その方法では,爆発
解の爆発の仕組みを理解することは困難で
ある.そこで,解の重み付き平均が満たす常
微分不等式系に注目して, それらの1本化を
行うことで, 藤田劣臨界の場合に,小さな初
期値に対する解の爆発の結果を得た【論文
4】. 
 
(8)藤原氏と若杉氏と共同で, 消散項を持つ
波動方程式で, 消散項が効果的に働く場合
の冪型非線形問題の解の爆発を研究した. 
2012年にLin-Nishihara-Zhaiは,消散項が効
果的に働く 1 部の場合に,大域解の存在と非
存在を分ける臨界指数が藤田指数で与えら
れることを示した.しかし,解の爆発時刻の
評価やその他の効果的に働く場合の臨界指
数は未解決であった. 我々は ,Scaling 
variables の方法を用いて, 効果的に働くす
べての場合で, 非線形項の次数が藤田臨界
指数以下の場合に,爆発時刻の下からの最良
な評価を導出した.さらに,常微分不等式の
解の爆発に帰着させることで, 藤田劣臨界
の場合に, 爆発時刻の上からの最良な評価
を導出した【論文 3】. 
 
(9)側島氏と共同で, 時間変数に依存したス
ケール不変な摩擦項と絶対値p乗の非線形項
を持つ波動方程式の解の爆発を研究した.こ
の場合は, 摩擦項の係数が臨界指数に影響
を与える繊細な状況であることが知られて
いる. 我々は, 2014 年の Zhou-Han の超幾何
関数を試験関数に用いた試験関数法を拡張
及び改良することで, 先行結果よりも広い, 
藤田指数より大きく修正されたStrauss指数
以下の場合に, 小さな初期値に対する解の
爆発を示した. さらに, 修正された Strauss
指数の場合には, 摩擦項のない場合の結果
を含んだ爆発時刻の上からの評価を導出し
た【論文 2】. 
 

(10)戍亥氏と共同で, 時間変数に依存した効
果的に働く摩擦項と藤田指数を持つ波動方
程式の解の爆発を研究した.摩擦項が効果的
に働く場合の解の存在は盛んに研究された. 
しかし, 藤田指数の場合だけ, 解が大域的
に延長されるか否かが未解決であった. 
我々は, 最近の Lai-Zhou の論文の手法を訂
正, 改良することで,小さな初期値に対する
解の爆発と爆発時刻の最適な評価を示した
【論文 1】. 
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