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研究成果の概要（和文）：二つの楕円型作用素 p-Laplacian とq-Laplacianを組み合わせて出来る作用素（p,
q）-Laplacian の一般化された固有値問題、特に、二つのパラメータを持つ場合の解析を行った。ここでの固有
値問題とは, 主に非自明な解が存在または存在しないパラメータについて解析を行うことである。本研究では、
正値解の中でも特に重要な解である最小エネルギー解(ground state) を持つパラメータの範囲の解明, 及び, 
そのground stateの解析を行った。また、第二固有値に対応する問題として、符号変化する解が存在するパラメ
ータの範囲が多く存在することを示した。

研究成果の概要（英文）：We analyzed the generalized eigenvalue problem of the operator (p, q) 
-Laplacian which can be made by combining two elliptic operators p-Laplacian and q-Laplacian, in 
particular, two parameters. The eigenvalue problem here is mainly to analyze the parameters for 
which non-trivial solutions exist or not. In this research, we determined the range of parameters in
 which positive solutions exist completely, and provided the existence of parameters in which there 
is a sign-changing solution.

研究分野：微分方程式

キーワード： 非線形固有値問題　非同次な楕円型作用素

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
最近では、本研究で扱った(p,q)-Laplace作用素を含む微分方程式が多く研究されており、最近の (p,q)
-Laplace 方程式の研究についてまとめたサーベー論文（２０１７年出版）において本研究成果も大きく取り上
げられた。この結果、(p,q)-Laplacian の他の境界条件に変えた場合の固有値問題への研究が複数始められ現在
では幾つかの結果が得られている。また、本研究結果を用いて、関連した方程式への研究成果も得られている。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 本研究では主に非同次な楕円型作用素 (p,q)-Laplacian の固有値の解析を行うことが目的で
あり動機である。研究開始当初には, (p,q)-Laplacian の研究が活発に行われ始められ, 単独
の偏微分方程式で扱われているものでは He-Li(2008), Wu-Yang(2009), Sidiropoulos(2010), 
Yin-Yang(2011,2012), Benouhiba-Belyacine(2012, 2013) などがあげられる。しかし, 
(p,q)-Laplacian の(重み付き)固有値問題に関連した非線形項を持つ場合の方程式に関する結
果は極めて少なく、どのような問題設定が適当であるかも分かっていなかった。 本研究の開始
当初には研究代表者は非同次な  (p,q)-Laplace 作用素に対する固有値問題を元々の 
p-Laplace 作用素の非線形固有値問題を用いて設定を行った。特に、最初の設定では
Benouhiba-Belyacine が扱っていた p-Laplacian の固有値問題に q-Laplacian を足した単純
な場合の研究を行っていたが、これは作用素が二つであるのにパラメータが一つという設定で
あった。その後, 同じパラメータを持つ二つの固有値問題からなる問題設定へと研究の範囲を
広げていき、現在の二つのパラメータを持つ場合に至った。研究代表者は、研究開始当初に扱
っていた特別な場合にもある程度の結果を得ることに成功していたが、元の p-Laplacian の固
有値問題においても未解決な部分が多いことにも起因して、多くの部分の解析が困難となり扱
えていない部分が多かった。そこで、本研究では未解決な部分を少しでも解決し得られた解の
解析を行い、関連した微分方程式への応用の足掛かりとすることが研究開始当初の動機であっ
た。 
 
２．研究の目的  
本研究の目的は、非線形楕円型作用素の固有値問題、特に (p,q)-Laplace 作用素の第一固有
値や第二固有値に関連した解析を行うことが目的である。非線形固有値問題は解の存在・非存
在と関係しているが、同次性を持つような p-Laplace 作用素の場合でさえも分からない部分
が多く残されている。研究代表者は非同時な (p,q)-Laplace 作用素に対する固有値問題を導
入・解析を行い始めたが未解決な部分が多く残っていた。本研究では主に研究代表者が導入し
た (p,q)-Laplacian の一般化された固有値問題において未解決な部分を少しでも解決し、関連
した問題や他の楕円型作用素を含む偏微分方程式への応用への足掛かりとすることが研究の目
的である。特に、固有値問題として第一固有値を解析することは正値解の存在・非存在につい
て解析することに対応するので、(p,q)-Laplace 方程式の正値解の存在するパラメータの範囲
を確定し、得られた正値解、特に解の中でも重要となる最小エネルギー解（ground state）や 
mountain pass 解の解析を行うことが本研究においての主な研究目的である。その後、第二固
有値問題に対応する研究対象として符号変化する解が存在または存在しないパラメータの範囲
を解明することが二つ目の研究目的である。 
 
３．研究の方法  
 研究代表者は当初、 (p,q)-Laplace 作用素に対する固有値問題はパラメータが一つの場合で
あり、自然な解析方法だと考えていた。しかし、p-Laplacian と q-Laplacian のそれぞれの固
有値問題を組み合わせた問題と考え、パラメータの数を増やすことによって解析の方法に広が
りを見せることが出来ると考えた。これは、単独の p-Laplacian の場合には二つのパラメータ
を持つ Fucik スペクトルという物を研究代表者が過去に研究していた経験から取った自然な
方法でもある。実際、二つのパラメータを導入し、解析することで扱わなければならないパラ
メータの状況が増えるが、解析に役立つ場合や特殊なパラメータの存在などの発見に繋がった。 
 
最初に (p,q)-Laplacian の第一タイプの一般化された固有値（対応する方程式に正値解が存
在するパラメータ）について解析を行ったが、このままでは色々な正値解を持つ場合が含まれ
ていて詳細な解析を行うことが困難であった。そこで、最小エネルギー解、特に ground state 
についての詳しい解析を行った。この解析結果により、今までにはなかった pと q の状況によ
って ground state の存在・非存在が変化する特別なパラメータのペアーが１つだけ存在する
ことが判明した。また、あるパラメータの範囲では、エネルギーが負の最小エネルギー解とエ
ネルギーが正の中での最小エネルギー解の存在を言うことで正値解の多重性を示すことに成功
した。 
 
符号変化解の存在には、単独の p-Laplacian の固有値の列を特徴付けるものが幾つか存在す
るが、本研究では Drabek-Robinson が導入した p-Laplacian の固有値の特徴付けを用いて、
符号変化解の存在を示した。ここで、問題となるのはパラメータが単独の p-Laplacian の固有
値であるような場合（resonant）であるときには、変分法では重要な Palais-Smale 条件が成
り立たない場合があることが知られている。そのため、このような resonant な時には、何ら
かの形で仮定が追加される必要がある。本研究では、Drabek-Robinson が導入した仮定から自
然な形での追加条件を課すことにより、この問題点を解決した。この形での追加条件の設定は, 
今後の(p,q)-Laplacian を主要部に持つ resonant な場合を扱う場合に活躍されると考えてい
る。 
 
 論文①で扱った、関連した方程式の解の存在には、符号変化解で考案・考察した手法を改良



することで多くの部分を示すことが出来た。特別なパラメータの場合には、一般化されたポア
ンカレ不等式というものを上手く利用することで解の存在を示すことが出来た。また、解の符
号判定に関しても、本研究の先行結果の利用・解のエネルギーの評価・パラメータの変化によ
るエネルギーの変化の考察などにより結果を得ることに成功した。 
 
４．研究成果  
 論文⑤や⑥では (p,q)-Laplacian やそれを一般化された楕円型作用素を含む偏微分方程式、
特に正値解について解の存在について扱った。特に、非線形項に convention term を含む場合
を扱っており、この場合には変分構造が普通には入らないので扱いが困難となる場合が多い。 
また、得られた解の正値性を得る為の方法として、最大値原理などがあるが、論文⑤では一般
の楕円型作用素と非線形項に対して最大値原理を得ることにより、より一般の場合に解の正値
性を示すことが出来た。 
 
論文④では、研究代表者が導入した (p,q)-Laplace 作用素の二つのパラメータを持つ一般化さ
れた固有値問題の第１タイプ（対応する方程式が正値解を持つ）の中で大事な最小エネルギー
解と関係する ground state についての解析を行った。この研究の中で、ある特別なパラメー
タのペアーでは（平面内ではこの１点のみ）, p と q の関係によって ground state の存在が
変わるという予想外の結果が得られた。この特別なパラメータの点の傍でどのような状況が起
きているのか解析することは今後の研究課題と考える。この研究成果を受けて他の境界条件に
おける研究が進み、同様な特別なパラメータが存在するのか、という問題提起となることが期
待される。この論文では、あるパラメータの範囲では正値解の多重性が起きるという結果も与
えることが出来た。 
 
論文②と③では、(p,q)-Laplace 作用素の二つのパラメータを持つ一般化された固有値問題
の第２タイプに対応する符号変化する解の存在するパラメータの範囲と存在しない範囲につい
て与えることが出来た。しかし、単独の場合の p-Laplacian の第二固有値以上の固有値につい
てはあまり解析されていないことに起因され、(p,q)-Laplace 方程式 の符号変化解が存在する
パラメータの範囲を完全には決定することは出来なかった。しかし、符号変化解の存在・非存
在についても、論文④で発見された特別なパラメータの点でも他よりもデリケートな扱いが必
要であることが判明した。また、単独の p-Laplacian の resonant な場合に Drabek-Robinson 
が導入した仮定から (p,q)-Laplacian に対する resonant な場合に自然な形での追加条件を
考察し、導入を行った。 この追加条件は、今後の(p,q)-Laplacian を主要部に持つ resonant 
な場合を扱う場合に活躍されると考えている。 
 
論文①では、論文②から④の結果を利用して、二つのパラメータを持つ固有値問題と関係した 
(p,q)-Laplace 方程式の解の存在とその解の符号について結果を与えた。これは、単独の
p-Laplacian の固有値問題のときには、 Fredholm の交代定理や Antimaximum principle とし
て知られる結果に関連する。本研究では、論文④で得られた特別なパラメータの点では 
p-Laplacian の場合の Fredholm の交代定理で知られている条件（固有関数との直交条件）が
自然と表れてくることが分かった。また、解の符号についても、パラメータが第一タイプの固
有値（対応する方程式が正値解を持つ場合のパラメータ）の近傍にある場合に解析が大きく進
んだ。しかし、完全には判明することは出来なかったので、さらなる解析が必要であると考え
る。 
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