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研究成果の概要（和文）：時間発展する曲面上(形状が変化する曲面上)における流体(液体や気体)の流れを支配
する方程式を現象かつ理論的な観点から考察し、時間発展する曲面上の流体の流れがどのような支配のもとで流
動し、その流れがどのように変化していくかを数理的手法によって明らかにすることがこの研究の目的である。
時間発展する曲面上における流体の流れが持つエネルギー(密度)に着目し、曲面上の流体の流れが満たすべき関
係式、熱の伝わりや濃度の拡散を支配する方程式の構築を行った。また、熱力学の法則を曲面上で取り扱えるよ
うに理論拡張を行い、曲面上に関する方程式の保存則や保存形(満たすべき物理則)や自然な境界条件が明らかに
なった。

研究成果の概要（英文）：We are interested in the dominant equations for the motion of fluid on an 
evolving surface. An evolving surface means that the surface is moving or the shape of the surface 
is changing along with the time. Applying our energetic variational approaches, we make several 
mathematical models for fluid flow on evolving surfaces. Moreover, we investigate the conservative 
forms and conservation laws of our fluid systems on the evolving surface.

研究分野：偏微分方程式論、数理モデリング

キーワード： 数理モデリング　流れ　流体　時間発展する曲面　エネルギー　圧縮性流体　非圧縮性流体　非ニュー
トン流体

  １版

平成

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究により、時間発展する曲面上における流体の流れ、熱の伝わりや濃度拡散などを支配する方程式が数理的
手法によって得られ、地球表面上の雲の流れや空中を浮遊するシャボン玉内部の表面流の流れが理論的に取り扱
えるようになった。また、ケッチャプやマヨネーズなどの高粘性流体(非ニュートン流体)の数理モデリングも行
い、従来構築されていた幾つかの非ニュートン流体や曲面上の流体の流れに関するモデル方程式に数理的妥当性
を与えることに成功した。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
大気や海洋などの大規模なスケールの流体（液体や気体）のことを総称して地球流体とよぶ。
地球流体の流れは、自転や公転している地球表面上の流体の流れとして捉えることができる。
また、大気や海洋は、界面（海面）によって気相（大気）と液相（海洋）の二相に区切られて
おり二相流体としてとらえることが自然である。特に、二相流体において、界面（時間発展す
る曲面）の動きが重要な役割を果たす。そのため、地球流体の流れを解明するためには、時間
発展する曲面上における流体の流れを研究する必要がある。 
 
ここで、大気中を漂うシャボン玉を考える。シャボン玉は形状を変化させながら浮いており、
そのシャボン膜内に流れが生じていることが確認できる。その流れは表面流とよばれ、時間発
展する曲面上の流れとして捉えることができる。シャボン玉の研究では表面張力が重要な役割
を果たしていることも知られている。また、生物流体において生体膜内のタンパク質等の動き
（流れ）は、時間発展している曲面内の粒子の流れとして捉えることができる。 
 
表面流や界面流などの時間発展する曲面上に関する流れは、２０世紀初頭 Boussinesq（引用文
献①）によってその存在が認識され、Scriven（引用文②）により曲面上の流体に関する応力テ
ンソルが予想（導入）され、その後、主に実験や数値実験により表面流の研究が行われてきた。
数学的には、固定曲面を多様体とみなし、参考文献③、④により多様体上の流体方程式が構築
された。③は、非粘性流体（粘性がない流体）を取扱い、変分原理を応用して方程式を導出し
ている。④は、曲面に関するテンソルを数学的に拡張し粘性のある非圧縮性流体方程式を構築
している。 
しかし、その多様体上の方程式は保存則を満たさないなどの数理的妥当性の問題が存在してい
る。そのため、時間発展する曲面上の流体の流れを支配する方程式を数理的手法により導出し、
数理的妥当性を検証することが求められる。 
 
本研究では、時間発展する曲面上（内）の流体の流れに着目し、地球流体の流れ、シャボン膜
内の流体の流れ、生体膜内の流体の流れを数理的手法によって解明することを目指す。 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、時間発展する曲面上における流体の流れを支配する方程式を現象かつ理論的
な観点から考察し、時間発展する曲面での流体の流れがどのような支配のもとで流動し、その
流れがどのように変化していくかを数理的手法によって明らかにすることである。具体的には、
解析的手法と幾何的手法を用い、時間発展する曲面上の流体の流れを支配する方程式を導出し、
方程式の解や構造を調べることである。以下の５つの目的・予想を解明することが主な研究の
目的である。 
 
（１） 時間発展する曲面上における流体を非圧縮性流体と圧縮性流体に分類し、エネルギー
変分法を用い時間発展する曲面上の非圧縮性及び圧縮性流体方程式を導出する。領域
内の流体と同様に非圧縮性流体と圧縮性流体に分類できると予想される。また、領域
内の偏微分方程式を導出する数理的手法であるエネルギー変分法を改良することによ
り曲面上の方程式に対しても適応できると期待される。 

（２） 熱の影響を考慮した時間発展する曲面上における流体方程式の導出を行い、熱力学的
観点からの妥当性を検証する。領域内における熱力学の基礎法則を曲面上で取り扱え
るように理論拡張することで、曲面上の流体に関する内部エネルギー、エンタルピー、
エントロピーや自由エネルギーについて解明できると期待される。 

（３） ケッチャプや片栗粉を水に溶かした流体などの水とは違った振る舞いをする非ニュー
トン流体の流れに関する数理モデリングを行う。粘性による散逸エネルギー密度に着
目することにより、時間発展する曲面上における非ニュートン流体の支配方程式が導
出できると予想される。 

（４） 境界のある時間発展する曲面上における流体方程式の導出および保存則をみたすため
の自然な境界条件を明らかにする。また、複数の曲面片が結合した曲面上の流れに関
する方程式の考察を行う。境界のある曲面上におけるベクトル場の発散定理を応用す
ることで、方程式の自然な境界条件が得られると予想される。 

（５） 導出した時間発展する曲面上の方程式の解の存在や性質を調べる。曲面の動きに制限
を課すことで方程式の時間局所解が得られると予想される。 

 
３．研究の方法 
 
関数解析、リーマン幾何学や計量幾何学等の数理的手法を用いて研究を遂行していく。具体的
には、時間発展する二次曲面（群）上の流体の流れを考える。二次曲面をユークリッド三次元
空間に埋め込み、ユークリッド空間の座標の立場から流れが満たすべき方程式を導出する。曲



面の動きと曲面上の流体の流れを合成した速度、運動エネルギーや散逸エネルギーのエネルギ
ー密度に着目して、変分原理や熱力学の基本法則を用いて支配方程式を構築する。方程式の保
存則や保存形、自然な境界条件を調査し、導出した時間発展する曲面上における流体方程式の
数理的妥当性を調べる。研究目的（１）―（５）に対して、以下の５つの研究を行う。 
 
（i） 曲面上の流体に関する非圧縮性と圧縮性の特徴づけを行う。具体的には、曲面上の流
体の密度と圧力（表面張力）に着目し、曲面上の流体の非圧縮性と圧縮性の分類を行
う。また、曲面上の非圧縮性と圧縮性流体に関するエネルギー密度を定め、エネルギ
ー変分法という数理モデリングの手法を用いて支配方程式を導出する。 

（ii） 熱の影響を考慮した時間発展する曲面上の流体方程式の導出を行う。具体的には、領
域内に関する熱力学の基本法則を曲面上で取り扱えるように理論拡張し、曲面上の流
体に関する内部エネルギー、エンタルピー、エントロピー、自由エネルギーを調査す
る。また、時間発展する曲面上における流体の流れの法線方向に着目し、曲面上の流
体方程式の保存則や保存形を調査し、数理的妥当性を検討する。 

（iii） ケチャップや片栗粉を水に溶かした流体などの非ニュートン流体の流れに関する数理
モデリングを行う。まず、領域内における非ニュートン流体の流れに関する数理モデ
リングを行い、領域内の非ニュートン流体に関するエネルギー密度を調べる。そのエ
ネルギー密度を時間発展する曲面上の非ニュートン流体に適用できるように拡張し、
曲面上の非ニュートン流体の流れの数理モデリングを行う。 

（iv） 境界のある時間発展する曲面上における流体の流れに関する数理モデリングを行う。
境界のある曲面上における発散定理から曲面の境界に関する情報を取り出す。また、
複数の曲面が結合した曲面上におけるエネルギー密度を定め、エネルギー変分法を用
いて流体の流れや濃度拡散の数理モデリングを行う。 

（v） 時間発展する曲面上のソボレフ空間を特徴づけし、その関数空間において、導出した
時間発展する曲面上の方程式の解の存在や性質を調べる。 

 
４．研究成果 
 
エネルギー変分法という数理モデリングの手法を用いて、時間発展する曲面上における非圧縮
性および圧縮性流体の流れを支配する方程式を導出することができ、導出した曲面上の流体方
程式に対して熱力学的観点からの妥当性を与えることに成功した。また、非ニュートン流体や
境界のある曲面上における流体の流れの数理モデリングも得られた。この研究成果から、地球
流体の流れやシャボン玉の膜内の石鹸水の流れなどが理論的に解析できるようになり、様々な
流体現象の解明につながることが期待できる。研究の方法の（i）―（v）に対し、以下の研究
成果を得た。 
 
（I） 時間発展する曲面上における非圧縮性および圧縮性流体の流れを支配する方程式が導
出することに成功した。時間発展する曲面上における非圧縮性流体を表面積を保存す
るような流れとして特徴づけることが可能であることを理論的に示すことができた。
また、時間発展する曲面上における非圧縮性流体と圧縮性流体とでは、流体の圧力の
役割が違うことが証明できた。 

（II） 熱の影響を考慮した時間発展する曲面上における流体方程式が得られた。また、曲面
上における流体の内部エネルギー、エンタルピー、エントロピー、自由エネルギーの
満たすべき条件や方程式が得られ、さらに、時間発展する曲面上における流体方程式
の保存則や保存形を発見し、導出した方程式に対し熱力学的な観点からの妥当性を与
えることに成功した。 

（III） 動く領域内および時間発展する曲面上における非ニュートン流体の流れを支配する方
程式が得られ、これまで提唱されていた幾つかの非ニュートン流体方程式に数理的妥
当性を与えることができた。この研究成果により、曲面上における非ニュートン流体
の流れを理論的に解析できるようになった。 

（IV） 境界を持つ時間発展する曲面上における圧縮性流体方程式および拡散方程式が導出で
きた。また、運動量保存則や角運動量保存則を満たすための自然な境界条件が解明で
きた。複数の曲面が結合している曲面上の濃度拡散方程式および保存則をみたすため
の自然な境界条件が得られた。しかし、複数の曲面が結合して曲面上の流体の流れに
関してはさらなる考察が必要である。 

（V） 曲面上におけるソボレフ空間の特徴づけはできたが、時間発展する曲面上における流
体方程式の可解性については、さらなる考察が必要であり、今後のさらなる研究が必
要である。 
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