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研究成果の概要（和文）：我々はレプリカ解析やランダム行列理論を用いてポートフォリオ最適化問題の基本的
なモデルのいくつかの最適解について議論してきた．特に投資リスクを最小化する最適解はオペレーションズリ
サーチの従来手法を用いて評価することが困難であり，その最適解が期待投資リスクを最小にするポートフォリ
オと一致しないことが知られている．この研究では，レプリカ解析を用いて，1銘柄当たりの最小投資リスクや
その集中投資度の典型的な振る舞いを容易に解析することができた．またシャープ比のピタゴラス定理を導出
し，数理ファイナンスの新たなフロンティアを創生することができた．

研究成果の概要（英文）：We have examined the optimal solutions of ones of the most fundamental 
models in portfolio optimization problem using replica analysis and random matrix theory.  
Especially, it is known that the optimal portfolio which can minimize the investment risk is hard to
 assess using the previous approach based on operations research and its optimal portfolio is not 
consistent with the portfolio which can minimize the expected investment risk. In this work, we have
 examined that the typical behaviors of the minimal investment risk per asset and its investment 
concentration of the optimal portfolio are easy to resolve using replica analysis. Moreover, from 
our findings, the Pythagorean theorem of Sharpe ratio was derived easily, and it implies a novel 
frontier in mathematical finance.

研究分野：数理ファイナンス
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１．研究開始当初の背景 
 
 投資家が選好する資産運用の指針を提供
することができるポートフォリオ最適化は，
1959年にMarkowitzにより初めて提案され
た投資の理論であり，また資産運用を行うた
めにも必要なツールである．現在でもポート
フォリオ最適化に関して様々な研究が行わ
れているが，その中でも近年，オペレーショ
ンズリサーチの解析手法では解析が困難な
ポートフォリオ最適化問題に対して，情報統
計力学の解析手法を用いて議論する研究が
活発に行われている．Cilibertiらはレプリカ
解析を用いて絶対零度極限で得られる絶対
偏差モデルや期待ショートフォールモデル
の最小投資リスクを解析した．Pafkaらはラ
ンダム行列理論を用いて収益率の分散共分
散行列からノイズを除去し，さらに
Marchenko-Pastur則を用いて集中投資度を
解析し，予測値と実際の値を比較した． 
 
２．研究の目的 
 
近年，情報統計力学の解析手法を用いてポ
ートフォリオ最適化問題を議論する研究が
活発に行われているが，これらの先行研究で
は，リスク回避型の投資家の投資行動におけ
る，投資リスクと集中投資度という 2 つの
評価指標について主に議論されてきた．また
これらの先行研究では，保有．予算制約 の
みが課されており，未だ現実の投資市場を十
分に特徴付けているとは言い難い．そこで本
研究では，情報統計力学の解析手法を用いて，
リスク選好型のポートフォリオ最適化問題
の 2つの評価指標と，さらに投資家の選好指
標であるシャープ比を評価する．またシャー
プ比が満たすピタゴラス定理を用 いて，ポ
ートフォリオ最適化問題のマクロ理論の構
築を行い，フロンティアの創成を目指す． 
 
３．研究の方法 
 
本研究では主に情報統計力学の分野で研
究開発された，(1)レプリカ解析，(2)確率伝
搬 法，(3)ランダム行列アンサンブルの積分
公式(Itzykson-Zuber 積分)の 3 つの手法を
組み合わせて，シャープ比のピタゴラス定理
に代表される，ポートフォリオ最適化問題
(リスク回避型やリスク選好型など)のマク
ロ理論の構築を目的とする．さらに得られた
知見を基に実際の最適投資行動となる指針
を提供する．はじめに 3つの解析手法の特色
を以下に列挙する． 
 
〇レプリカ解析 
 
投資リスクや集中投資度などの評価指標
を典型値解析する際，レプリカ解析は，最適
化操作(リスク回避型の場合，リスク関数を
最小化する最適解を求めること)と平均化操

作(収益率セットでその評価指標を平均化す
ること)の両方の操作を効率的に行うことが
でき，オペレーションズリサーチの解析手法
では解析が困難な問題に対しても有．効であ
ることが示されている． 
 
〇確率伝搬法 
 
確率伝搬法を用いて，個別の収益率セット
の背後に含まれる統計性を考慮に入れなが
ら高い精度の近似求解アルゴリズムを開発
することができる．既存手法では厳密に最適
解を求めるために銘柄数の3乗に比例した計
算量を必要とするが，確率伝搬法では銘柄数
の2乗に比例した計算量で最適解を求めるこ
とが期待できる． 
 
〇ランダム行列アンサンブルの積分公式 
 

 これは収益率行列をランダム行列と見な
し，そのランダム行列の特性を用いて平均評
価を行う方法である．特に本研究では分散共
分散行列が与えられており，先行研究で開発
されたランダム行列アンサンブルの積分公
式を拡張する必要がある． 
 
４．研究成果 
 
 以下に示すように本研究期間にて， 22 件
論文を発表し，3 件受賞している．以下では
主要な結果について解説する． 
 
イ) 収益率間に相関が含まれている場合の
最小投資リスクの解析 

 
レプリカ解析を用いて，予算制約が課され
た投資リスク最小化問題において各銘柄の
収益率間に相関が含まれている場合を解析
した．特に収益率間に内在する相関を 1 因
子モデルで特徴づけ，既存の解析手法を拡張
することで，相関が含まれる場合にも適用す
ることができた．また相関の強度が最小投資
リスクに与える影響も定量的に評価するこ
とができた． 
 
ロ) 複数制約下での最小投資リスクの典型
的な振る舞いの解析 

 
予算制約と集中投資度制約が課された投
資リスク最小化問題をレプリカ解析を用い
て解析を行った．数値実験で得られた結果 
(最小投資リスクの厳密解) と提案手法で得
られた結果と比較し，両者が一致することを
確認した．また従来のオペレーションズリサ
ーチで得られた結果とも比較したが，残念な
がら従来法は厳密解を導出することができ
ないことも確認した． 
 
ハ) 収益率が従う分布が異なる場合の投資
リスク最小化問題の最適解の振る舞い



について 
 
各銘柄の収益率の分散が同一とは限らな
い場合の，予算制約が課された投資リスク最
小化問題をレプリカ解析を用いて解析を行
った．数値実験で得られた結果 (最小投資リ
スクの厳密解) と提案手法で得られた結果
と比較し，両者が一致することを確認した．
また従来のオペレーションズリサーチで得
られた結果とも比較したが，残念ながら従来
法は厳密解を導出することができないこと
も確認した． 
 
ニ) 主双対問題に内包された最適化構造の
解明 

 
予算制約と期待収益制約が課された投資
リスク最小化問題をレプリカ解析を用いて
解析を行った．また主双対問題の視点から予
算制約と投資リスク制約が課された期待収
益最大化問題もレプリカ解析を用いて解析
した．数値実験で得られた結果 (最小投資リ
スクの厳密解) と提案手法で得られた結果
と比較し，両者が一致することを確認した．
また従来のオペレーションズリサーチで得
られた結果とも比較したが，残念ながら従来
法は厳密解を導出することができないこと
も確認した． 
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