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研究成果の概要（和文）：本研究では近年注目されている株価高頻度データの分析に関連して，高頻度データ特
有の問題である「非同期観測」やマーケット・マイクロストラクチャー・ノイズを考慮した拡散過程の統計推測
問題や関連する統計手法を研究した．拡散過程が非同期・ノイズ付観測される統計モデルにおいて，最尤型・ベ
イズ型推定量を構築し，漸近混合正規性を示し，拡散過程の係数が非ランダムの時に統計モデルの重要な性質で
ある「局所漸近正規性」を証明し，最尤型・ベイズ型推定量が漸近的に最良の推定量となっていることを証明し
た．

研究成果の概要（英文）：Statistical inference for diffusion processes with noisy, nonsynchronous 
observations was studied. This model is applied to high-frequency data in a stock market. A 
maximum-likelihood- and a Bayes-type estimators were constructed by using a quasi-likelihood 
function. Asymptotic mixed normality of the estimators were shown. Local asymptotic normality of the
 statistical model was proved in the case that the diffusion coefficients were deterministic, and 
consequently, asymptotic optimality of the estimators were shown.

研究分野：数理統計学
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１．研究開始当初の背景 
 
拡散過程のパラメトリック・モデルに対する
統計推測問題は古くより研究されており，
1990 年代に非エルゴ―ド型の極限定理が整
備されることに伴い，観測の最終時刻を固定
し，観測幅をゼロに近づける高頻度観測極限
での漸近理論も研究されてきた．特に拡散過
程が等間隔で観測されている時のオイラー
丸山型の近似から構築される最尤型推定量
の漸近混合正規性や漸近有効性が知られて
いる． 
一方で近年注目されている株価高頻度観測
データの統計解析を行う際には以下に挙げ
る二つの特有の問題が生じる．まず株価を確
率過程でモデリングした際に，確率過程その
ものが観測されるのではなく，観測ノイズが
混入するということを裏付ける実証結果が
得られている．また複数証券の分析の際には，
証券価格が観測されるのは証券が約定され
たときであるため，日次データと異なり，複
数資産の証券価格の観測時刻が一致しない
という非同期観測の問題が現れる． 
上の２つの問題をモデリングした時の統計
推測手法が近年数理統計学的にも活発に研
究されてきた．特に拡散過程の二次変分は，
金融証券のボラティリティや共変動などの
リスク量に対応し，それをデータから一致推
定する推定法が多く提案された．しかし，先
行研究の推定手法は主にノンパラメトリッ
ク型推定量が研究されており，Bibinger et 
al. (AS 2014)において特殊なケースでの漸
近有効性が議論されている他は推定量の最
適性は議論されていない．一方でOgihara and 
Yoshida (SPA 2014）において，観測ノイズ
のない非同期観測の下での尤度関数の近似
関数（擬似尤度関数）が提案され，それを元
に構築したパラメータの最尤型・ベイズ型推
定量の一致性，漸近混合正規性などの推定量
として望まれる性質が示された．この研究に
おける手法は観測ノイズのある非同期観測
モデルにも応用可能であると考えられ，漸近
有効性をもつ推定量の構築が期待される． 
 
２．研究の目的 
 
本研究では，拡散過程のパラメトリック・モ
デルに対して，非同期・ノイズ付観測に対す
る最尤型・ベイズ型推定量を構築し，これら
の推定量の漸近混合正規性や漸近有効性に
ついて明らかにすることを目的とした． 
最尤型・ベイズ型推定量の漸近有効性を示す
には，統計モデルの局所漸近混合正規性と呼
ばれる性質を示す必要があり，一般の拡散過
程に対してこの性質を示すにはマリアバン
解析などの高度な確率解析の技術が必須と
なる．本研究のモデルにおいて局所漸近混合
正規性が成り立つかどうかを確認し，最尤
型・ベイズ型推定量の漸近有効性を確認する． 
そして本研究の手法を，シミュレーション分

析や国内外の株式市場の高頻度データに適
用してボラティリティ・共変動・観測ノイズ
の大きさを推定し，その特性を分析すること
で株式市場に対する有益な知見を提供した
い． 
 
３．研究の方法 
 
(1) Gloter and Jacod (ESAIM 2001) や
Ogihara and Yoshida (2014)等の既存研
究における非同期観測と観測ノイズの
内の片方の存在下での疑似尤度関数構
築のアイディアを参考にしつつ，両方の
存在下での疑似尤度関数を提案し，最尤
型・ベイズ型推定量を構築する． 

(2) Ibragimov-Hasminskii の理論により最
尤型・ベイズ型推定量の漸近混合正規性
は疑似尤度関数のいくつかの漸近的性
質に帰着される．この理論と Jacod 
(Séminaire de Probabilités 1997)によ
る非エルゴ―ド型のマルチンゲール中
心極限定理の手法を用いて疑似尤度関
数の極限理論を導く．また，ベイズ型推
定量の漸近理論には疑似尤度関数の大
偏差型の確率評価が必要であるが，
Yoshida (AISM 2011)の多項式型大偏差
不等式の理論を適用して証明していく．
まずは観測ノイズが正規分布に従うよ
うなモデルで議論する． 

(3) 統計モデルの局所漸近混合正規性が成
り立つかどうかを確認し，最尤型・ベイ
ズ型推定量の漸近有効性を調べる．
Gloter and Jacod (2001)において，同
期観測で観測ノイズを含むモデルで拡
散過程の拡散係数が非ランダムの時の
局所漸近正規性が示されているため，こ
の手法を参考にまずは本研究のモデル
における拡散係数が非ランダムの場合
の局所漸近正規性を調べる． 

(4) 観測ノイズのモデルを正規分布と仮定
したものからより一般の分布へ拡張す
ることを検討する．観測ノイズが正規分
布でない場合はマルチンゲール中心極
限定理の適用が困難になるが，Jacod et 
al. (SPA 2009)において，正規分布以外
の観測ノイズに対する株価ボラティリ
ティの推定量が構築されており，このケ
ースへ上記のマルチンゲール中心極限
定理を拡張されているので，その結果を
参考にして我々のモデルへの適用を検
討する． 

(5) 最尤型・ベイズ型推定量がパラメータの
真値を良く推定できているかシミュレ
ーションによるパフォーマンスの確認
を行う．これらの推定量から二資産共変
動を測る重要なリスク指標である拡散
過程の二次変分の推定量を構築できる
ため，それを先行研究におけるノンパラ
メトリック型推定量とパフォーマンス
比較も行う．まずは拡散過程がブラウン



運動で観測ノイズが正規分布のケース
におけるパフォーマンス確認を行い，そ
の後拡散過程やノイズをより一般のケ
ースに拡張していく． 

 
４．研究成果 
 
本研究では主として以下の結果を得た．(1)
～(4)の結果に関しては国内外の学会で研究
発表し，論文執筆・投稿して国際雑誌
Bernoulli に採択された．(5)(6)の結果につ
いてもそれぞれ国内外のいくつかの学会で
研究発表した． 
 
(1) 拡散過程が非同期・ノイズ付で観測され
る統計モデルにおいて，最尤型推定量を
構築し，ノイズが正規分布とは限らない
一般の分布に従う条件の下，推定量の一
致性と漸近混合正規性を証明した．非同
期・ノイズ付観測下における疑似尤度の
極限関数を特定するのは困難であった
が，ノイズの分散共分散行列にある種の
平均化機能が存在することを示し，それ
を用いて疑似尤度の極限を導出した．ま
た，Yoshida(2011, AISM)における多項
式型大偏差不等式の理論を用いること
により，最尤型推定量に対して，漸近混
合正規性より強い結果であるモーメン
ト収束を証明し，ベイズ型推定量に対す
る漸近混合正規性，モーメント収束の結
果も証明した． 

(2) 潜在拡散過程がブラウン運動で記述さ
れる最もシンプルなケースにおいて上
記の統計モデルの局所漸近正規性と呼
ばれる重要な性質を示し，最尤型推定量
の漸近有効性，すなわち，漸近的に推定
誤差の分散が最良になることを導いた． 

(3) 潜在拡散過程がブラウン運動，もしくは
Cox-Ingersoll-Ross 過程で記述される
時のパスのシミュレーションにより，提
案推定量の実用性を確認した．最尤型推
定量を用いて，二株式間の共変動に対す
る推定量も構築できるため，そのパフォ
ーマンスを既存の推定量と比較し，漸近
理論と同様に提案推定量が最良の推定
誤差となることを確認した． 

(4) セミパラメトリック・モデルにおける漸
近的最適性を達成している Bibinger et 
al. (AS 2014)の推定量と最尤型推定量
の漸近分散を比較して，時間依存の拡散
係数を持つモデルにおいて最尤型推定
量の漸近分散がより小さくなり，推定誤
差を抑えられることを明らかにした．こ
の成果によりセミパラメトリック・モデ
ルとシンプルなパラメトリック・モデル
の最良漸近分散がどのような条件の下
で異なるかを明らかにすることができ
た． 

(5) 潜在拡散過程が確率ボラティリティ・モ
デルで表現されるモデルは計量経済学

における最も重要なものの一つだが，こ
のモデルは隠れ変数を含むため，最尤型
推定量を直接計算することができない．
しかし，シンプルなブラウン運動の最尤
型推定量から共変動の推定量を構築し，
上のモデルを含む一般の確率過程に適
用した場合にも漸近混合正規性が成り
立つことを証明し，確率ボラティリテ
ィ・モデルに対するシミュレーションに
おいて既存の株価共変動の推定量より
も良いパフォーマンスを示すことを数
値的に確認した．このようなシミュレー
ション結果により推定量の実用性が期
待される． 

(6) 確率ボラティリティ・モデルや分子運動
の方程式である Langevin 方程式の統計
解析において重要な拡散過程の積分観
測モデルの統計推測理論を研究した．一
次元拡散過程では Gloter and Gobet 
(AIHP 2008)において統計モデルの局所
漸近混合正規性と呼ばれる重要な性質
が示されているが，彼らの証明では多次
元拡散過程モデルへの拡張が困難であ
った．本研究では Jeganathan (Sankhya 
1982)のアプローチを拡張することによ
り多次元拡散過程の積分観測モデルに
対する局所漸近混合正規性を証明した．  
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