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研究成果の概要（和文）：超平面配置は様々な分野に現れる共通の構造である。とりわけ、その共通部分たちか
ら定まる部分集合のなすポセット、格子点や実構造など様々な「離散的構造」が自然に定まり、それらと幾何学
的な構造との関係を探ることが中心テーマである。本研究では、超平面配置補集合のねじれコホモロジー、ミル
ナーファイバーに関する新たな知見が得られた。特に長年不明であった、１次のホモロジーがねじれを含むミル
ナーファイバーの例が見つかった。また、可換リー群Gに対して、G-Tutte多項式という多項式を導入し、既存の
Tutte多項式、算術Tutte多項式などを統一的に扱う枠組みを構築した。

研究成果の概要（英文）：Hyperplane arrangements appear in various area of mathematics. One of the 
peculiar points is that a hyperplane arrangement is naturally related with several "discrete 
structure" (e.g., intersection poset, lattice points, and real structure). The relationship between 
discrete structures and geometric structures of arrangements is focused in this project. We obtained
 several results on twisted cohomology and Milnor fibers of arrangements. In particular, we found an
 example (the Icosidodecahedral arrangement) of 16 planes which first homology of the Milnor fiber 
contains a torsion. We also introduced G-Tutte polynomial for a list of integral vectors and a 
commutative Lie group G. G-Tutte polynomial unifies several known "generalized Tutte polynomials" 
and provide a common framework which enables to treat unified manner. 

研究分野：数学

キーワード： 超平面配置
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
離散的な構造を使うことで、幾何学的な構造（図形の形）を扱う新しい手法が得られた。特に今回見つかった
２０・１２面体配置は、非常に対称性が高いのみならず、これまで予想されていなかった性質を有しており、今
後超平面配置の位相的構造を調べる際には、２０・１２面体配置の分析が重要な役割を果たすと思われる。
数え上げ理論と関連して、G-Tutte多項式というものを導入し、基礎的な研究を行った。Tutte多項式はもともと
グラフに対して定義され、結び目理論、統計物理などとも密接に関係している。Tutte多項式の様々な一般化を
統一するG-Tutte多項式の、既存の結果との類似点や相違点が明らかになった。



様 式 Ｆ－１９－２ 
１．研究開始当初の背景 
超平面配置は組合せ論、位相幾何、代数幾何など様々な分野に現れる共通の構造であり、その
研究は様々な分野に密接に関係している。超平面配置の大きな特徴は、それが様々な「離散構
造」を自然に定めることである。例えば、 
(a) 超平面たちの共通部分たちが定める交叉半順序集合またはマトロイド. 
(b) 実数体上定義されている超平面配置の stratification から定まる有向マトロイド. 
(c) 有理数体上定義されている超平面配置の部屋(Chamber) の格子点の集合. 
(d) 補集合のアメーバやコアメーバ, およびその極限であるトロピカル多様体. 
などである。超平面配置に関連する様々な問題を、これらの離散構造を介して理解することが
主要テーマである。複素超平面配置の位相的構造と離散的構造の関係は古くから研究され、
1970年代に Deligneによる単体的配置の補集合の高次のホモトピー群の消滅、Orlik-Solomon
による、複素超平面配置の補集合のコホモロジー環の交差半順序集合を使った記述以降、多く
の研究がなされてきた。一方、超平面配置の補集合の基本群が交差半順序集合だけでは決定で
きないことが、Rybnikov(1996)によって明らかにされ、コホモロジー環と基本群などホモトピ
ー型に関する不変量の間でどこまで交差半順序集合の構造から組み合わせ論的に決定できるか
というのは、多くの研究者の努力にもかかわらず、まだ明らかにはなっていない。特に超平面
配置のミルナーファイバーのコホモロジーは詳細に研究され、Denham-Suciu により、高次の
ホモロジーがねじれを持ち得ることが示され、高次のコホモロジーを組み合わせ論的構造だけ
で決定するのは難しいだろうと考えられるようになっていた。一方で、1 次のコホモロジーに
関しては、Papadima-Suciu (2017) が、有限体上の青本複体という、純粋に組み合わせ論的に
記述可能な複体を使って記述できるのでは、という美しいプログラムを提唱し、実際部分的に
は成功をおさめていた。 
これらとは別系統の研究の背景として、2000 年頃、Dimca-Papadima, Randell 等によって、
超平面配置の補集合の「極小性」という性質が示された。これは超平面配置補集合が、著しく
枚数の少ない CW複体とホモトピー同値になるという結果である。研究代表者はこれまで、極
小 CW 複体の構造を理解することを通して、位相的問題に応用するという研究を行ってきた。
上記のミルナーファイバーのコホモロジーの記述にも応用を持ち、Papadima-Suciu が 2017
年にミルナーファイバーの 1次のコホモロジーのモノドロミー固有空間分解に関する予想を述
べる際にも、予想をサポートする結果が得られていた。 
超平面配置の補集合の位相的構造、特に Betti数を決定するうえで、「有限体法」と呼ばれる方
法がある。これは超平面配置を mod p したうえで補集合の点の数えることで、Betti数を係数
とする特性多項式を求める方法である。この方面の一番一般的な結果は、紙屋-竹村-寺尾によ
る「特性準多項式」の概念である。特性準多項式は、ある種の多項式のリストであり、その中
の一番目のものがベッチ数を係数に持つ特性多項式であることが知られており、その意味で特
性準多項式は特性多項式の精密化であることがわかっていた。しかしながら特性多項式の重要
性に比して、特性準多項式の概念は、まだ十分に理解されたとは言えない状況であった。特性
準多項式は多面体の格子点に関する Ehrhart理論との関係も深く、数え上げ問題で重要な役割
を果たすので、その理解は重要な課題であった。 
 
 
２．研究の目的 
本研究では、上記のように離散構造と位相的構造の関係をよりよく理解することで、数え上げ
組合せ論や位相幾何的問題への応用を行うことを目的としている。具体的な対象としては、超
平面配置のミルナーファイバーの 1次のコホモロジーとモノドロミー固有空間分解の組み合わ
せ論的記述、特性準多項式と Ehrhart 理論の関係を明らかにすることで、数え上げ組合せ論、
位相幾何の双方の未解決問題に貢献できるような理論を構築することである。 
 
３．研究の方法 
研究代表者は、これまで独自の実構造を使った方法でミルナーファイバーの研究を行ってきて
おり、これまでの研究を発展させることで組み合わせ論的構造の研究を行う。このテーマでは、
ミルナーファイバーの高次のホモロジー、コホモロジーに関しては既に Denham-Suciuにより、
多くのねじれが現れることが示されており、これらを完全に組み合わせ論的構造だけで記述す
ることを目指すのは現実的でないと考えられている。一方、Papadima-Suciu により、1 次の
Betti 数については、有限体係数の青本複体を使って統制可能であろうという予想があり、こ
の予想の検証が最重要課題である。研究代表者は、これまでモノドロミー固有空間分解と、青
本複体のコホモロジーを実構造を使って計算する類似性の高いアルゴリズムを考案しており、
これらのアルゴリズムの比較をすることで、Papadima-Suciuの予想にアプローチする。 
特性準多項式と Ehrhart理論の関係を深く理解するためのアイデアとして、両者を代数的トー
ラスの torsion pointの数え上げと解釈することで、新たな家計を明らかにし、最近活発に研究
されている、トロピカル幾何との関係も見据えて、トーラス内の部分集合の配置や
stratificationの組み合わせ論的構造を記述する。 
 
 



４．研究成果 
超平面配置の位相幾何的側面に関しては、大きく分けて二つの成果が得られた。一つ目は、1
次のねじれ係数コホモロジーの消滅に関する研究成果である。一時のねじれコホモロジーの消
滅が起こるための条件に関しては多くの研究がなされているが、その中で研究代表者による、
実構造を使った以前の結果があった。このとき実構造を使ったのは、純粋に証明に使える技術
の限界であり、実構造を使わない形に一般化することは、数年前から Alexandru Dimca 氏との
共通の目標であった。研究代表者の Bremen 大学滞在中に、Dimca 氏, Bailet 氏（Bremen 大学
ポスドク）との共同作業により、研究を完成させた。この成果は、[5]として出版した。もう一
つは、研究期間の終盤である 2019 年 1月に得られた、ミルナーファイバーの mod 2 ベッチ数
とねじれに関する成果である。上述の「研究方法」の方針で、二種類のアルゴリズムを詳細に
比較し、「ずれ」が起こる可能性を精査している際に、16 枚の平面からなる 3 次元空間内の配
置で以下の特筆すべき性質を持った例が見つかった. 
(a) ミルナーファイバーの 1次のホモロジーが 2-torsion を持つ。 
(b) Papadima-Suciu の予想の一部が成立していない。 
これらのうち(a)は2003年にCohen-Denham-Suciu等の仕事以降長らく不明であった1次のホモ
ロジーがねじれを持つ最初の例である。さらに(b)は、ここ数年本テーマの研究をリードしてき
た Papadima-Suciu のプログラムの根本的な修正を迫るもので、今後の当該研究テーマの推進に
大きな影響を与える例である。この配置は非常に対称性が高く、正 20 面体と正 12 面体の共通
の切頂多面体である、20・12 面体と関係しているため、20・12 面体配置(Icosidodecahedral 
arrangement)と名付け、3月にベトナムのハノイで行われたWorkshopにおいて口頭で発表した。 
この例の分析の過程で、複素超平面配置補集合の二重被覆の mod 2 Betti 数が組み合わせ論的
に決定できるという一般的な結果が得られた。 
特性準多項式や Ehrhart 理論に関しては、数年前からの継続中であった、ルート系に付随した
Linial 配置と呼ばれる超平面配置の特性多項式に関する研究の投稿と出版が完了した([3] 
[4])。この研究で、特性多項式そのものよりも、その精密化である特性準多項式を考えること
で初めて見えてくる構造（オイラー多項式によるシフトと Ehrhart 準多項式の関係）があり、
重要な知見であると思われる。特性準多項式の「成分」である多項式の一つが、Moci 氏らによ
って導入された算術 Tutte 多項式と関係しているようだ、という観察が何人かの専門家の間で
なされており、大学院生の Tan Nhat Tran 氏とポスドク（現・Xi'an Jiaotong-Liverpool 
University, 中国）との共同研究を始めた。算術 Tutte 多項式の定義の中で、有限アーベル群
の位数を数えて足し上げる部分があるのだが、幾何学的には有限アーベル群の Pontrjagin 双対
(S^1 への準同型)の個数を数えていると考えるほうが自然である、というアイデアに基づいて、 
可換 Lie 群への写像の数え上げを使って、G-Tutte 多項式を導入した。この多項式は、群 G を
特別なものにすることで、古典的な Tutte 多項式、算術 Tutte 多項式、特性準多項式の成分を
再現できるという意味で、多くの「一般化された Tutte 多項式」を統一する概念となっており、
数え上げ、G-配置の補集合のオイラー標数やポアンカレ多項式などに関する多くの結果が得ら
れた。この成果は論文[1]として投稿、アクセプト済みである。なお、この論文の時点では、特
性準多項式の各成分をポセットの特性多項式として表示するできるか、という自然な問題が残
っていたが、T. N. Tran 氏との共同研究[2]で、トーラス配置から得られる部分トーラスたち
のうち、特定の torsion point を含むトーラスたちのなすポセットの特性多項式、という形で
完全に組み合わせ論的な記述を与えることに成功した。 
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