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研究成果の概要（和文）：結び目のKashaev不変量と双曲体積を関連づける体積予想は、量子トポロジーと双曲
幾何を結びつける懸案の予想である。7交点以下の双曲結び目に対して、体積予想が成立することを筆者は示し
た。また、「３次元多様体の体積予想」も近年定式化されており、８の字結び目を整数係数手術して得られる３
次元双曲多様体に対してこの予想が成立することを筆者は示した。
また、国際会議「East Asian Conference on Geometric Topology」と研究集会「Intelligence of 
Low-dimensional Topology」「結び目の数理」「トポロジーシンポジウム」を開催した。

研究成果の概要（英文）：The volume conjecture relates the Kashaev invariant of knots and the 
hyperbolic volume, and it is an important conjecture which relates the quantum topology and the 
hyperbolic geometry. I showed that the volume conjecture holds for hyperbolic knots with up to 7 
crossings. Further, "the volume conjecture for 3-manifolds" is proposed recently, and I showed that 
this conjecture holds for hyperbolic 3-manifolds obtained by integral surgery along the figure-eight
 knot.
Further, we hold the international conference "East Asian Conference on Geometric Topology" and the 
conferences "Intelligence of Low-dimensional Topology", "Mathematical Sciences of Knot" and "
Topology Symposium".

研究分野：位相幾何学

キーワード： 結び目　3次元多様体　不変量

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
幾何化定理により、3次元多様体の分類問題は、3次元双曲多様体の分類に帰着される。さらに、3次元双曲多様
体の分類は、リー群PSL(2,C)のある種の離散部分群の分類に帰着されるが、しかし、その分類を実際に実行する
のは困難である。
一方、量子トポロジーにおいて、最強の量子不変量であるLMO不変量がホモロジー球面を分類することが期待さ
れている。体積予想を手がかりにして、双曲幾何と量子トポロジーを融合させることが、3次元多様体の分類問
題の観点からも重要であるとおもわれる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様式 C-19

1. 研究開始当初の背景
結び目と 3次元多様体の不変量について研究を行っている。結び目とは、円周 S1 の 3次元球面 S3

への埋め込みの像 (のイソトピー類)のことであり、結び目の (イソトピー)不変量とは、イソトピッ
クな結び目について同じ値をとる、結び目の集合からある集合への写像のことである。また、3次元
多様体の (位相)不変量とは、同相な 3次元多様体について同じ値をとる、3次元多様体の集合から
ある集合への写像のことである。
3次元のトポロジーの発展について、3次元多様体の幾何構造による分類は、1970年代以来 Thurston
の幾何化予想を指針として進展し、2000年代に Perelman の幾何化定理として決着した。とくに、
双曲構造をもつ 3次元多様体の分類は PSL2(C)のある種の離散部分群の分類に帰着されるが、しか
し、その分類を実際に実行するのは依然として困難である。一方、1980年代にトポロジーと数理物
理が交流をして、3次元のトポロジーにおいては Chern-Simons 理論を背景として結び目と 3次元多
様体の大量の不変量がもたらされた。これらの不変量は量子群や共形場理論を用いて構成され、これ
らの不変量に関連するトポロジーの研究は量子トポロジーと呼ばれる。
体積予想は双曲幾何と量子トポロジーを結びつける予想である。これについて述べる。結び目 K の
補空間 S3−K に完備双曲構造がはいるとき、K を双曲結び目という。Kashaev は、結び目 K の
不変量 ⟨K⟩N ∈ C (N は整数 ≥ 2) を定義し、1990 年代後半に、任意の双曲結び目 K に対して
⟨K⟩N の漸近挙動に双曲体積が現れることを予想した (Kashaev の予想)。Kashaev の不変量は、
(q)n = (1− q)(1− q2) · · · (1− qn) の関数を成分とする R 行列から定義され、(q)n は量子 2重対数
関数で表示されるが、一方、双曲体積は 2重対数関数を用いて表示される、ということがその予想
の根拠である。さらに、村上斉-村上順 は 1999年に、⟨K⟩N は色つき Jones 多項式 JN (K; q) の 1

の N 乗根での値 JN (K; e2π
√
−1/N ) に等しいことを示し、JN (K; e2π

√
−1/N ) の言葉で予想を再定式

化した (体積予想)。最近 20年間、体積予想をテーマにした研究集会が国内外でしばしば開催されて
おり、体積予想は世界的にもこの分野の中心的な話題になってきた。

2. 研究の目的
(1) 本研究の目的は、体積予想を中心として、結び目や 3次元多様体の不変量について研究をすすめ、
この分野の研究を発展させることである。とくに、体積予想や上述の漸近展開を多くの結び目につ
いて示し、漸近展開の係数を新しい結び目不変量として研究することをめざしている。数理物理的
には、色つき Jones 多項式は Chern-Simons 経路積分 (SU(2)接続全体の空間上の積分)で形式的に
表示され、SL2(C)接続全体の空間の中で “無限次元鞍点法” を形式的に適用することにより、問題
の漸近挙動が導出される。とくに、K の補空間の完備双曲構造のホロノミー表現に対応する SL2(C)
平坦接続における Chern-Simons 汎関数の値が複素体積であり、その平坦接続の近傍の SL2(C)接
続からの寄与が問題の漸近挙動を与えていると (数理物理的には)おもわれる。つまり、双曲構造を
SL2(C)接続の空間の中で摂動したことの寄与がその漸近挙動を与えているとおもわれ、何らかの意
味で「双曲幾何の量子化」があることを示唆しているようにもおもわれる。このことが量子トポロ
ジーと双曲幾何にまたがる新しい研究テーマとなり、双曲幾何と量子トポロジーを融合した研究領域
をつくることは、3次元多様体の分類問題の観点からも意義深いとおもわれる。
(2) 本研究が支援する、国際会議と研究集会について、述べる。
本研究では、国際会議「East Asian Conference on Geometric Topology」の開催を支援する。
筆者は、この国際会議の主催者の一員である。この国際会議は、1990年代に加藤十吉氏、河内明夫
氏、Gyo Taek Jin 氏 (KAIST)、Ki Hyoung Ko 氏 (KAIST) によって始められた「結び目理論の日
韓スクール」に、中国を加えて発展させる形で、2000年代から毎年開催されている。現在の主な主催
者は、筆者と、河野俊丈氏 (明治大)、鎌田聖一氏 (大阪大)、逆井卓也氏 (東京大)、Hyungryul Baik
氏 (KAIST)、Jae Choon Cha 氏 (POSTECH)、Ruifeng Qiu 氏 (華東師範大)、Jiajun Wang 氏 (北
京大)である。日本のトポロジー研究の現状は、自国で育成された研究者が大半であり、日本独自の
研究文化をもち、それが国際的なレベルに成熟している。日本のトポロジー研究は、今まではそのよ
うにして「ヨーロッパ」「アメリカ」に対する第 3極になってきたが、将来的に日本社会全体が縮小
傾向にあることをふまえると長期的な展望においては構造改革をしていくことが必要であるとおも
われる。そのため、日本のトポロジー研究の今後の健全な発展のための長期的な指針として、東アジ
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ア諸国との連携が非常に重要であると筆者は考える。また、そのような連携の基盤として、研究者の
個人レベルでの友好的な信頼関係を積み重ねることが根源的に大切であり、この国際会議のような活
動を、今後も次の世代に引き継いで発展させていくことは非常に重要であると筆者は考える。
また、本研究では、研究集会「Intelligence of Low-dimensional Topology」と「結び目の数理」と
「トポロジーシンポジウム」の開催を支援する。これらについての詳細は後述する。

3. 研究の方法
(1) 体積予想について、双曲結び目K に対するその証明の根幹部分は、たとえば、次のような形の
計算である。結び目の交点数が多くなるほど、パラメータの数は多くなり、この計算の煩雑さは指数
関数的に大きくなる。

⟨K⟩N ∼ 1

N3

∑
i1,i2,i3

exp
( N

2π
√
−1

V
( i1
N

,
i2
N

,
i3
N

))
∼

N→∞

∫
t1,t2,t3

exp
( N

2π
√
−1

V
(
t1, t2, t3

))
dt1 dt2 dt3

∼
N→∞

eNv(K)N3/2 ω(K) ·
(
1 +

∞∑
i=1

κi(K) ·
(2π√−1

N

)i)
ここで、結び目Kの図式に双曲構造パラメータをつけることにより結び目補空間に双曲構造が与えら
れ、V はそのパラメータに関するポテンシャル関数である。また、v(K)は複素体積（Chern-Simons
不変量を用いて複素化された双曲体積）であり、ω(K)と κi(K)はこの展開から定まる定数であり、
これらは K の不変量である。証明の 1つのポイントは、上式の 2つ目の近似 “∼” を示すことであ
り、この計算はポアソン和公式を用いることにより示される。ポアソン和公式を適用するにあたっ
て、多くの技術的な不等式を数値的に示す必要があり、そこが計算の困難なポイントである。証明の
もう 1つのポイントは、上式の 3つ目の近似 “∼” を示すことであり、この計算は多変数鞍点法を用
いることにより示される。多変数鞍点法を適用するにあたって、上述の場合、実 3次元の積分領域を
複素 3次元空間の中で適切な条件をみたしながら動かす必要があり、そこがこの計算の困難なポイン
トである。
(2) 以下では、国際会議と研究集会の実施方法について述べる。
国際会議「East Asian Conference on Geometric Topology」について、参加者は、西日本か
ら 25名程度、東日本から 25名程度、韓国から 25名程度、中国から 25名程度で、合計 100名程度
の規模である。2016年度は、東京で開催することを計画した。韓国と中国からの参加者の滞在費を
日本側から支援する予定で、これを西日本と東日本の主催者で協力して支援する。2016年度以降の
開催地は原則として西日本、東日本、中国、韓国を巡回する計画である。中国・韓国で開催される場
合は、西日本からの参加者 25名の渡航費を本研究から支援する計画である。日本で開催される場合
は、中国・韓国からの参加者の滞在費を西日本と東日本で協力して支援することを計画した。
研究集会「Intelligence of Low-dimensional Topology」は、2003～2009年度に鎌田聖一氏が
毎年開催してきた研究集会を、2010年度以降は筆者が引き継いで京大数理研で開催している。この
研究集会を毎年 5月頃に京大数理研において開催する。筆者は毎年研究集会の企画のテーマを設定し
ており、サーベイ講演やこのテーマで活躍中の外国人若手研究者の招待講演を行った。この研究集会
の報告集を数理研講究録として出版する。この研究集会では、problem session で活発な議論を行っ
ており、筆者はその内容を未解決問題集としてまとめており、それを講究録の一部として出版する。
この研究集会は参加者 70名程度の規模を見込んでいる。
研究集会「結び目の数理」について、この研究集会は結び目理論を中心とした低次元トポロジーの研
究集会で、谷山公規氏（早稲田大）、茂手木公彦氏（日本大）、大山淑之氏（東京女子大）がまわりも
ちで毎年 12月に開催してきた。例年 多くの若手研究者が講演して研究交流しており、多くの若手研
究者が積極的に参加することを期待している。研究集会は参加者 100名程度の規模を見込んでいる。
「トポロジーシンポジウム」について、日本数学会トポロジー分科会が毎年開催しているシンポジウ
ムであり、日本で最大のトポロジーのシンポジウムである。トポロジーの全分野の研究者が参加し
て、トポロジー全体の視点で研究交流をしており、日本のトポロジーを発展させるために最も重要な
シンポジウムである。参加者は 200名程度の規模である。
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4. 研究成果
(1) 結び目の体積予想について、筆者は 7交点以下の双曲結び目に対して Kashaev 不変量（色つき
Jones 多項式の特殊値 JN (K; e2π

√
−1/N )に等しい）が次の形に漸近展開されることを示した（6交

点の場合は、横田氏との共同研究）。

JN (K; e2π
√
−1/N ) ∼

N→∞
eNv(K)N3/2 ω(K) ·

(
1 +

∞∑
i=1

κi(K) ·
(2π√−1

N

)i)
とくに、このことから、7交点以下の双曲結び目に対して体積予想が成立することが示される。前述
のポテンシャル関数 V の臨界値として双曲体積が与えられ、鞍点法により、その値で漸近展開の主
要部が表される。さらに、漸近展開の次の項 (準古典極限)はその臨界点における V の Hessian を用
いて表される。それを計算することにより、筆者は 7交点以下の双曲結び目に対して 2

√
−1ω(K)2

は Reidemeister torsion (双曲構造を与えるホロノミー表現で係数をねじって定義されるもの) に等
しいことを示した（高田氏との共同研究）。
3次元多様体の体積予想について、N を奇数として、q = e4π

√
−1/N における 3次元多様体M の量

子 SO(3)不変量を τ̂
N
(M)とおく。8の字結び目にそって 3次元球面を整係数手術して得られる 3次

元双曲多様体M に対して、τ̂N (M)は次の形に漸近展開されることを筆者は示した。

τ̂N (M) ∼
N→∞

(
|H1|とN からきまる
1の 8乗根

)
· eNv(M)N3/2 ω(M) ·

(
1 +

∞∑
i=1

κi(M) ·
(4π√−1

N

)i)
ここで、v(M)は複素体積であり、ω(M)と κi(M)はこの展開から定まる定数であり、これらはM
の不変量である。とくに、このことから、そのようなM に対して 3次元多様体の体積予想が成立す
ることが示される。さらに、筆者はそのようなM に対して ω(M)2 は Reidemeister torsion の定数
倍に等しいことを示した（高田氏との共同研究）。
(2) 本研究が支援した、国際会議と研究集会について、述べる。
国際会議「East Asian Conference on Geometric Topology」について、2017年 2月に東京
大学において、2018年 1月に KAIST (韓国)において、旧名の “East Asian School of Knots and
Related Topics” として開催された。さらに、現在の名称の “East Asian Conference on Geometric
Topology” として、2019年 1月に Peking University (中国)において開催され、2020年 2月に京都
大学数理解析研究所において筆者が開催し、2021年 1月に東京大学においてオンライン開催された。
各回の参加者は 100名程度であった。
研究集会「Intelligence of Low-dimensional Topology」について、毎年 5月に京都大学数理解
析研究所において筆者が開催した。2016年 5月に Floer homology をテーマとして開催し、2017年
5月に 3次元多様体の体積予想をテーマとして開催し、2018年 5月に 4次元多様体の trisection を
テーマとして開催し、2019年 5月に図式的代数をテーマとして開催し、2020年 5月に色つき Jones
多項式のスロープ予想をテーマとしてオンライン開催し、2021年 5月に指標多様体をテーマとして
オンライン開催し、2022年 5月に Floer homotopy をテーマとしてハイブリッド型（対面とオンラ
インの併用）で開催した。コロナウィルス感染症の対策のため、2020年度と 2021年度にオンライ
ン開催をしたため、その年度の旅費を繰越して、2022年度にハイブリッド型で開催した。報告集を
数理研講究録として出版し、problem session で作成した未解決問題集を報告集の一部として出版し
た。各回の参加者は 70名程度であった。
研究集会「結び目の数理」について、2016年 12月に日本大学において、2017年 12月に東京女子大
学において、旧名の「結び目の数学」として、開催した。さらに、現在の名称の「結び目の数理」と
して、2018年 12月に早稲田大学において開催し、2019年 12月に日本大学において開催し、2020年
12月に東京女子大学においてオンライン開催した。各回の参加者は 100名程度であった。
「トポロジーシンポジウム」について、2016年 7月に神戸大学において開催し、2017年 8月に東海
大学において開催し、2018年 8月に信州大学において開催し、2019年 8月に秋田市において開催し、
2020年 10月に東京大学においてオンライン開催し、2021年 8月に広島大学においてオンライン開
催し、2022年 8月に北見工業大学において開催した。コロナウィルス感染症の対策のため、2020年
度と 2021年度にオンライン開催をしたため、その年度の旅費を繰越して、2022年度に対面で開催し
た。各回の参加者は 200名程度であった。
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これらの国際会議と研究集会では、国内外の研究者による活発な研究交流が行われ、十分な成果を挙
げた。
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