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研究成果の概要（和文）：連立一次方程式に対して、係数行列の条件数に関わらず常に最良の近似解を得ること
が可能な数値計算アルゴリズムについて研究を実施した。
対称系の固有値問題に対して、2次収束性を持つ固有ベクトルの反復改良アルゴリズムを開発した。これによっ
て、常に最良の近似解を得ることが可能な数値計算アルゴリズムの開発も可能となった。また、非対称行列の特
異値問題に対して常に最良の近似解を得ることが可能な数値計算アルゴリズムを開発した。
上記の提案アルゴリズムの効率を高めるため、高精度な行列積計算アルゴリズムの開発を行った。また、数値線
形代数におけるテスト問題として、厳密解がわかる問題の生成法を開発した。

研究成果の概要（英文）：For linear systems, we conducted on numerical algorithms that can always 
obtain the best approximate solution regardless of the condition number of the coefficient matrix.
We developed an iterative improvement algorithm for eigenvectors with quadratic convergence for 
symmetric eigenvalue problems. This enables us to develop a numerical algorithm that can always 
obtain the best approximate solution. We also developed a numerical algorithm that can always obtain
 the best approximate solution of singular value problems for nonsymmetric matrices.
In order to improve the efficiency of the above proposed algorithms, we developed accurate matrix 
multiplication algorithms. In addition, as test problems in numerical linear algebra, we developed 
methods for generating problems with exact solutions.

研究分野： 精度保証付き数値計算

キーワード： 高精度数値線形代数

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
科学技術計算では、理工学の様々な分野において多くの問題を数値線形代数の問題に帰着する。本研究では、そ
のような問題において、常に最良の近似解を得ることが可能な数値計算アルゴリズムについて研究を実施した。
これは、数値線形代数をはじめとして数値計算の新たな方向性を開拓するものであり、本研究の遂行が計算科学
の分野に与える学術的な意義は極めて大きい。そして、すべての科学技術計算における品質及び信頼性の向上に
貢献する研究であるため、実用上も非常に有用である。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 計算科学の基礎である数値計算は、近年の計算機の著しい発展に伴い、益々その重要性を増し
ている。特に、数値線形代数は線形問題（連立一次方程式、固有値問題、特異値問題等）の数値
解法に関する研究分野であり、計算科学において基本かつ重要な役割を担っている。この分野に
おける研究成果は、J. Dongarra らによって 1979 年に公開されたライブラリ及びそのインター
フェイスである基本線形計算用の BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms)や、それをベー
スとした数値線形代数用の LAPACK (Linear Algebra PACKage)として結実し、現在もこれら
のライブラリ実装は更新され続けており、デファクトスタンダードとして計算科学に関する様々
な分野において世界中で利用されている。 
 一方、計算機における浮動小数点演算は有限桁計算であることから非常に高速である反面、計
算結果には丸め誤差が含まれる。これは BLAS や LAPACK を用いたとしても例外ではない。し
たがって、数学的に正しいことでも計算機上では必ずしも正しい結果を得られないことがあり、
結果の良し悪しは経験に頼るところが大きかった。このような問題の解きづらさを表す指標と
して条件数がある。条件数は、計算途中で生じる丸め誤差が最終的にどれだけ結果の精度を悪化
させるかを表す。現在では、条件数が比較的小さい場合については、高精度な近似解を高速に得
られる数値計算アルゴリズムが確立されているが、条件数が大きい場合については、近似解がど
れくらい正しいのかは不明である。 
 このような背景から、数値線形代数において、条件数の大きさに関わらず常に最良の近似解を
高効率に得ることが可能なアルゴリズムを開発することが、信頼性の高い計算科学の基盤を構
築する上で重要であることがわかる。これまで本研究者らは浮動小数点演算におけるエラーフ
リー変換法の理論を提唱し、数値線形代数の基礎となる高精度内積計算アルゴリズム[1-3]及び
研究分担者の尾崎氏と共同で高精度行列乗算アルゴリズム[4]を開発した。さらにそれらをベー
スとした革新的な高精度行列分解アルゴリズム（逆 LU 分解、逆 QR 分解）も提案してきた[5]。 
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２．研究の目的 
 数値線形代数の代表的な問題である連立一次方程式や固有値問題等に対して、条件数の大き
さに関わらず常に最良の近似解を得る
ことを可能とする数値解法の理論を構
築する。また、数値線形代数の基本計算
（浮動小数点数の総和、ベクトルの内積
計算、行列計算等）における高精度計算
技術の高度化に関する研究も推進する。
すなわち、本研究者らがこれまでに提唱
してきた浮動小数点演算のエラーフリ
ー変換法をさらに発展させることによ
り、高精度な基本線形計算アルゴリズム
の高速化を目指す。これらは、前述の
BLAS 及び LAPACK に精度保証と高精
度計算の技術を新しく導入し、結果の信
頼性の意味で高度に進化させることに
相当するものである。本研究の概念図を
図 1 に示す。 
 さらに、数値線形代数における「計算量」の再定義を行う。すなわち、従来の計算量とは、単
純に「近似解を得るためのアルゴリズムにおける浮動小数点演算の回数」によって定まるもので
あったが、本研究では、計算量を「正しい解を得るために必要な浮動小数点演算の回数」と定め
る。これは、問題の正しい解を得るためには、条件数が小さい場合は計算量が少なく、条件数が
大きい場合は計算量も多くなるからである。このような概念を導入することによって、これまで
無関係に考えられていた条件数と計算量を結びつけ、計算科学における数値計算アルゴリズム
の新しい評価基準を確立する。そして、従来、計算機の性能については、精度の保証がされてい
ない数値計算アルゴリズムを実装し、その計算速度のみによって評価されていたところに精度
の軸を新たに導入することになり、本来的な意味での計算機の性能評価が可能となる。 

図 1: 本研究のフレームワークと成果 
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 以上のようなアルゴリズムの設計思想に基づき、この新しい意味での計算量において最適、す
なわち、問題の条件数に応じて計算量が適応的に変化するアダプティブな数値線形代数アルゴ
リズムの体系を確立する。 
 
３．研究の方法 
 本研究は、数値線形代数に現れる問題に対して、条件数の大きさに関わらず常に最良の近似解
を高効率に得ることが可能な数値計算アルゴリズムを開発することを最終目的としている。こ
れを重層的に推進することを念頭に置いて計画する。その基本は 
(1) アダプティブな数値線形代数アルゴリズムの開発 
(2) エラーフリー変換に基づく高精度な基本線形計算アルゴリズムの開発 
(3) 数値線形代数における計算量の再定義 
の３つの研究項目に分けて戦略を考えている点にある。すなわち、それぞれの研究項目において
１つの戦略がうまく行かない場合や、より優れた戦略が見つかった場合に、柔軟に戦略を変更で
きるようにして、全体として効率の高いアルゴリズムを確立できるようにする。 
 研究期間の内、上記(1),(2)については、研究開始から研究終了まで研究分担者とそれぞれの
得意分野を活かしながら分担して取り組み、かつ共同で実施する。また、(3)については、研究
代表者が研究開始から 2年間で完成させる。 
 また、当初の研究計画通りに研究が進まずに行き詰った場合などに、個人で発展させたり解決
する努力を惜しまないことは当然であるが、その上でさらに広い見識を持った研究者と議論す
ることによって、アイディアが大きく発展したり、適切なアドバイスを受けることができたり、
あるいは考える必要のない事柄を削減することで効率的に研究を進められる。これまでの研究
活動によって、研究代表者は、日本はもとよりドイツ、フランスを含めて国内外に、そのような
議論が可能な多くの優れた研究者仲間がいるため、そのような研究者達と積極的に議論を交わ
していく。 
 
４．研究成果 
(1) 連立一次方程式に対して、係数行列の条件数に関わらず常に最良の近似解を得ることが可
能な数値計算アルゴリズムについて研究を実施した[雑誌論文 3,学会発表 16-18]。一般の実行
列について、近似解を求めるための有力な数値計算アルゴリズム（LU 分解）と近似解の精度を
高めるための反復改良法、及び近似解の高速な精度保証アルゴリズムが知られているため、それ
らをベースとした。条件数が大きい場合は、通常の数値計算アルゴリズムでは精度の高い近似解
を得ることができないため、本研究者らが開発した高精度な行列分解アルゴリズムを導入した。
これによって、条件数を低減させながら高精度な近似解を得ることが可能となった。実対称正定
値行列については、ブロック計算を有効利用することにより、誤差限界の評価が改善されること
を示すことができた。 
 
(2) 対称系の固有値問題に対して、ニュートン法系統の 2 次収束性を持つ固有ベクトルの反復
改良アルゴリズムを開発した[雑誌論文 1,2]。これによって、常に最良の近似解（固有値及び固
有ベクトル）を得ることが可能な数値計算アルゴリズムの開発も可能となった。対称系の固有値
分解については、現在、ハウスホルダー変換による三重対角化を用いる方式が主流であり、それ
に基づいて様々な数値計算アルゴリズムが提案されているが、本研究における基本方針として、
特定のアルゴリズムに依存しない、一般的な高精度化の方式を考え、汎用性を確保した。すなわ
ち、解の初期値を既存の方式で求め、反復改良によって解の精度を改善する方式を考案した。 
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図 2: 固有値・固有ベクトルの誤差の収束履歴 



(3) 非対称行列の特異値問題に対して常に最良の近似解（特異値及び特異ベクトル）を得ること
が可能な数値計算アルゴリズムを開発した[学会発表 1,3]。開発したアルゴリズムは、(2)で開
発した対称系の固有値問題と同様に、ニュートン法系統の高い収束性を持つアルゴリズムであ
る。ここでは、対象を正方行列に限らず、矩形行列の場合にも適用可能なアルゴリズムを開発し
た。そのためには、対称系の固有値問題に対するアルゴリズムを単に拡張するだけでは不足して
おり、その対処方法及び妥当性について理論的な解析が必要であった。密行列に対する特異値分
解では、現在、ハウスホルダー変換による二重対角化を経由する方式が主流である。それに対し、
本研究の基本方針は、特定のアルゴリズムに依存しない、汎用的な高精度化のフレームワークを
構築することである。そのため、解の初期値を任意の既存の方式で与えることを想定し、反復改
良によって解の精度を改善する方式を考案した。数値実験において、様々な特異値の分布を持つ
行列に対して開発したアルゴリズムを適用し、その有効性を確認した。 
 
(4) 上記で開発した反復改良アルゴリズムを統合した数値線形代数におけるアルゴリズムの統
一的な体系を構築し、その体系が、連立一次方程式、固有値問題、特異値問題等の様々な問題に
適用可能であることを示した。そして、そのような新しい数値計算アルゴリズムをもとに、計算
量の再定義を行った。 
 
(5) 上記の提案アルゴリズムの効率を高めるため、高精度な行列積計算アルゴリズムの開発を
行った[雑誌論文 5,学会発表 9,15]。特に、隣接浮動小数点丸めという性質（これは真値に対し
て、隣接する浮動小数点数のどちらか一方の数値結果）を満たす、非常に高信頼でかつ高速な行
列積アルゴリズムを提案した。問題が良条件な場合、提案手法は近似計算の数倍程度の計算時間
により結果を求められることを示した。また、提案アルゴリズムの精度保証付き数値計算への適
用に向けて、丸めモードを固定した高速な区間演算方法を開発した[雑誌論文 6]。 
 
(6) 数値線形代数におけるテスト問題として、厳密解がわかる問題の生成法を開発した[雑誌論
文 4,学会発表 2,5,11-14,19]。これにより精度保証プログラムの正しさの検証が可能となった。
連立一次方程式や固有値問題に関して、高精度計算アルゴリズムを提案した場合、その厳密な検
証法が必要になる。真の解が事前にわかる連立一次方程式、真の固有値（特異値）が事前にわか
る行列の生成法について研究した。提案手法は連立一次方程式においては行列・ベクトル積のみ、
固有値問題については行列積１回またはそれ以下の計算コストで連立一次方程式や行列を生成
可能である。 
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