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研究成果の概要（和文）：可積分系における代数的組合せ論的構造について，主に団代数の理論と応用の研究を
行なった．その結果，団代数における二重対数関数恒等式の古典力学の手法による導出，団代数におけるさまざ
まな同期性および関連する予想の系統的な証明，団代数理論と散乱理論の関係の団代数的観点による導出，団散
乱図式の整合関係式が二重対数元の間の五角関係式により生成されることの証明，団散乱図式に付随する二重対
数関数恒等式とその量子化，F多項式の積表示の導出など，さまざまな新しい結果と知見を得た．

研究成果の概要（英文）：We study theory and applications of cluster algebras which is one of 
algebraic and combinatorial structure in integrable systems. We obtain the following new results and
 insights: derivation of dilogarithm identities in cluster algebras by classical mechanical method, 
systematic proofs of synchronicity phenomenon and related conjectures, derivation of the relation 
between cluster algebra theory and scattering diagrams in the cluster algebraic point of view, proof
 that any consistency relation in a cluster scattering diagram is generated by the pentagon identity
 among dilogarithm elements, dilogarithm identities associated to cluster scattering diagrams and 
their quantizations, derivation of product formula of F-polynomials. 

研究分野：団代数
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研究成果の学術的意義や社会的意義
団代数は2000年頃にFominとZelevinskyにより導入された代数的組み合わせ論的構造であるが，ルート系と同様
に，さまざまな数学的対象に共通して現れる基盤的な構造であることから，世界中の多くの数学者や物理学者に
より，その基礎と応用の研究が盛んになされている．本研究成果は団代数の基礎理論に対して，新しい多くの知
見を与えるもので，今後長い期間において世界に共有される有用な科学的成果と考えている．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様式 C-19, F-19-1, Z-19 (共通)

1．研究開始当初の背景
団代数の研究は，１．団代数の理論そのものの整備，２．団代数のさまざま

な数学的対象への応用，に大別される．ここでは，１に焦点を絞る．団代数理論
の基礎は，Fomin-ZelevinskyおよびBerenstein (2003-2007)による「Cluster
Algebras I-IV」の論文シリーズによって一通りの完成をみた．そしてその後
のさまざまな研究で明らかになったことは，団代数理論において「C 行列の
符号同一性」と「F 多項式の正値性」という二つの事実（予想）が，その骨格
を支えてるということであった．一方で，団代数の概念の定義は「変異」の
定義に尽きているのであるが，この二つの予想は変異の定義からは容易に証
明できない，ということも次第にわかってきた．このような状況で，Gross-
Hacking-Keel-Kontsevich (2018，プレプリント 2014，以下 [GHKK])は，ミ
ラー対称性に現れる散乱図式とトーリック・双有理幾何的な定式化の二つの
手法を軸に，上の二つの予想を肯定的に解決した

2．研究の目的
研究開始当初において， [GHKK]の仕事は，その団代数に対する重要性に

もかかわらず，特に，散乱図式とトーリック・双有理幾何という，それまで
の団代数の研究の手法と大きく異なる手法のために，団代数理論の研究者に
とっては理解が困難であった．そこで，[GHKK]の理論からトーリック・双有
理幾何的部分を取り除き，より従来の団代数理論に沿った形で定式化し，上
の二つの予想の証明を再構築することは，団代数理論の基礎理論の整備の観
点からは是非とも必要であり，これを本研究の最重要課題とした．

3．研究の方法
[GHKK]の内容は 100ページを超える大著であり，著者らの専門である代

数幾何的論証が多くを占めている．そこで，それらの部分を削ぎ落としなが
ら，さらに，１．団代数と団散乱図式の関係，２．団散乱図式の構成，とい
う二つの要素に分離をし，一から再定式かすることとした．また，これ以外
に [GHKK]の結果である「C行列の符号同一性」と「F 多項式の正値性」の
もたらす結果についての解析も同時に進めた．

4．研究成果
以下，得られた結果を arXivでの発表順に列挙する．
(1) 一般団代数と一般化した二重対数関数 [Nak18]

Chekhov-Shapiroによる一般団代数に対して二重対数関数を拡張し，
周期に付随する一般化した二重対数関数の恒等式を導出した．

(2) 二重対数関数恒等式の古典力学的導出 [GNR17]
中西 (2011)により得られた団代数の周期に付随する二重対数関数恒
等式を古典力学の手法，特に Lagrangian形式を用いることにより再
導出した．

(3) 漸近的符号同一性 [GN19]
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C 行列の符号同一性の一般化として，任意の拡大 B 行列の拡大部分
が漸近的符号同一性を持つこと実験的に見出し，いくつかの場合に証
明した．

(4) 団パターンの同期性 [Nak21d]
団パターンに現れる種々の同期性と関連する予想を系統的に証明し，
さらに一般団代数の場合に拡張した

(5) 団パターンと散乱図式の関係 [Nak21a]
[GHKK]に与えられた団代数と散乱図式の関係を，双有理・トーリッ
ク幾何の定式化を用いずに再導出した．

(6) 団散乱図式の構成の再定式化 [Nak21b]
[GHKK]による団散乱図式の正実現を二重対数元の並べ替えアルゴリ
ムを用いて再構成し，団散乱図式の整合関係式が二重対数元の五角関
係式から生成されることを示した．

(7) 団散乱図式における二重対数関数恒等式 [Nak21c]
(6)の結果を用いて，団散乱図式のループに付随する二重対数関数恒
等式を導出した

(8) F 多項式の積公式の導出 [LMN21]
(5)の結果を用いて団パターンの F 多項式の積公式を導いた.

(9) 団代数理論の基礎概説 [Nak22a]
新たに団代数の研究を志す研究者のための団代数の簡潔な入門がない
現状を鑑みて基礎事項の概説を著した.

(10) 量子団散乱図式と五角関係式 [Nak22b]
(7)の量子化として量子団散乱図式の量子二重対数関数恒等式を導出
し，古典的な場合と異なり正値性が成り立たない一連の例を与えた．
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