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研究成果の概要（和文）：量子物理の統計的諸問題を扱うための数学的枠組みとして出発した「非可換系の確率
解析」は、古典論に属する問題に新しい視点や手法を与えるに至った。その基盤として懸案であった量子分解の
多変数化に対して、強正則グラフ対のスペクトル解析から方向づけが得られた。量子ホワイトノイズを含む微分
方程式によって重要な作用素の特徴づけを得た。量子ウォークによるスペクトル同型問題を議論し、応用を念頭
に量子工学や量子物理との境界領域に成果をあげた。コンフィグレーションモデルの連結成分の統計的性質につ
いて大規模シミュレーションを行い、相転移点において連結成分の分布関数のべき指数の値は従来報告とは異な
ることがわかった。

研究成果の概要（英文）：Non-commutative stochastic analysis, originally as a mathematical framework 
for statistical problems in quantum physics, has developed providing new aspects and methods for 
classical problems. We initiated a multi-variate extention of quantum decomposition, which has been 
a central issue for a long time, through spectral analysis of a pair of strong regular graphs. Some 
important operators are characterized by differential equations involving quantum white noise 
derivatives. We studied the graph isomorphism problem in terms of quantum walks and collaborated for
 application in the field of quantum engineering and quantum physics. By a large scale simulation we
 examined statistical properties of connected components of the configuration model and found a 
power law at the critical point with an index which is different from the known results.

研究分野： 数学・基礎解析学

キーワード： 量子確率論　スペクトル解析　ネットワーク数理　量子ウォーク　確率解析　量子ホワイトノイズ　直
交多項式　グラフスペクトル

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
非可換確率解析は量子系の確率解釈に起源をもち、量子物理に動機づけられた諸問題を扱うための厳密な数学的
枠組みを与えるのみならず、古典論に属する問題に新しい視点や手法が導入された。古典的な変数の「量子分
解」によって現れる非可換代数の構造が、その統計性を司るという原理がいくつかの観点から拡張された。量子
現象としての量子ウォーク、ネットワークのスペクトル的特徴づけ、複雑ネットワークの大規模シミュレーショ
ンなど、境界領域的な課題を通して周辺領域との研究交流が促進された。これらは基礎科学としての数学に貢献
するものと考えられる。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
本研究課題「非可換系の確率解析」のルーツは量子論における古典・量子対応にある。古典

的な変数 p, q をある交換関係を満たす作用素 P, Q に置き換える手続きを量子化と言う。与え
られた状態の下で、P, Q の作る非可換代数を適当なヒルベルト空間上の作用素として表現し、
可観測量（自己共役作用素）のスペクトル分布から観測量の統計的性質が導出される。ボゾン
系 [P, Q ] = I では、位置作用素 Q の真空状態における分布が正規分布になり、実際、古典確
率論と深い関係がある。 

Hudson-Parthasarathy (1984) は伊藤解析の量子的拡張を構築し、散逸量子系の問題を解い
た。その議論の核心はブラウン運動の量子分解 B(t)=A(t)+A*(t) にあり、交換関係 [dA,dA*]=dt 
の帰結として伊藤公式 (dB)2 = dt が得られる。ポアソン過程は、量子分解を通してブラウン運
動と同一の非可換代数に埋め込まれる。この視点は、尾畑によってホワイトノイズ超関数に拡
張され、Ji との一連の研究によって「量子ホワイトノイズ解析」として体系化されてきた。場
の量子論は非可換かつ無限自由度に由来する様々な数学的構造の宝庫であり、廣島らの非摂動
的スペクトル解析における確率解析の手法も非可換系の確率解析としてとらえることができる。 

Accardi-Bozejko (1998) は 1 次元確率分布のガウス化という概念を導入し、モーメントをも
つすべての 1 次元分布は相互作用フォック空間の真空期待値で表現されることを示した。この
観点は Hora-Obata の著書 (2007) によって整理され、古典確率変数の量子分解 X=A++A-+Ao 
という概念に到達した。右辺のフォック表現から X の分布が再構成され、ボゾン系とは限らな
い一般の非可換代数が確率解析の文脈に現れるようになった。量子分解は、量子物理を離れて、
Hashimoto-Obata-Tabei (1998)、Accardi-Hashimoto-Obata (1998) によって、初めてグラフ
の隣接行列の量子分解 A= A++A-+Ao が導入され、右辺の非可換性に基づくスペクトル解析が
端緒についた。その後、Hora-Obata の一連の研究で大きく発展し、大きなグラフの漸近的ス
ペクトル分布を中心極限定理の系として導出する理論を構築した。近年 Stan らによって、量
子成分 A+, A-, Ao の満たす交換関係によって確率測度を特徴づける研究が進められている。 

1 次元ランダムウォークの右移動、左移動の確率をそれぞれ p, q とすると、p + q = 1 が成り
立つ。これを P + Q = U（ユニタリ行列）のように作用素に置き換えたものが量子ウォーク（の
原型）である。今野は量子ウォークの拡散速度と極限分布を初めて数学的に導出し、ランダム
ウォークでは 1 モードの正規分布に漸近するのに対して、量子ウォークでは両端に寄った 2 モ
ードの分布が得らること、ランダムウォークが n 1/2 の速さで拡散するのに対して、量子ウォー
クは n の速さで拡散することなどを示した。これまでに、モデルごとに局在性・再帰性など
の統計的性質が明らかにされ、量子情報や現実の物理系への応用をはじめスペクトルグラフ理
論との関連にも関心が高まってきた。 
 
２．研究の目的 
 
可換な変数を非可換代数に埋め込み、統計性の本質を非可換代数の表現に求める「非可換系

の確率解析」を次の 4 課題を軸として構想することとした。 
（１）量子確率論 これまで 1 変数直交多項式系を基礎として展開されてきた量子分解を多

変数に拡張することを目標とする。2 変数直交多項式系に対して適切に定義された量子成分の
満たす交換関係とスペクトル分布との関係性、特に、スペクトル分布の絶対連続性と密度関数
の導出、その台が 1 次元に退化する場合の特徴付けなどに興味がある。アソシエーションスキ
ームやその一般化であるターウィリガー代数の表現論の中に見られる量子分解に類似した構造
を追究することで、具体例の蓄積と量子分解の多変数化につなげる。 
（２）量子ホワイトノイズ解析 量子ホワイトノイズはボゾン系（古典論ならガウス系）に

おける基本的な作用素値超関数であり、一般の作用素を表現する上で座標系に類した役割を果
たす。量子ホワイトノイズ微分による微分方程式の解として作用素を特徴づけるという新しい
試みを継続・発展させる。高次ホワイトノイズによって定義される作用素の特徴づけ、作用素
の変換理論、ユニタリ性の判定法、正規積への変換と繰込みとの関係を明らかにする。関連し
て、複素ホワイトノイズによる正則関数の手法や汎関数積分による非摂動的スペクトル解析な
どへの展開を検討する。 
（３）量子ウォーク 多くの研究が 1 次元または 2 次元格子に限られてきたが、これを一般

のグラフ上の量子ウォークに対して展開して、より原理的な理解を追究する。特に、量子確率
論で培った諸手法の導入によって、量子ウォークの極限分布を中心極限定理として統一的に理
解すること、局在性・再帰性などの統計的な性質をグラフのスペクトル構造によって導出する
こと、が主要な課題である。さらに、量子ウォークのつくる非可換代数のユニタリ表現論、量
子ウォークによるスペクトル同型問題に取り組み、量子ウォーク研究に新しい観点を導入する。
同位体分離の問題に現れる量子ウォークの数理解析を通して、現実問題への応用に取り組む。 
（４）ネットワーク数理への展開 ネットワーク（向きなどの構造を付与されたグラフを含

む）の統計的諸問題を非可換確率解析に統計物理的手法や数値計算を併用して明らかにする。
特に、成長するネットワークやランダム・ネットワークに対する漸近的スペクトル分布の導出、
ダイナミクスの統計的性質、臨界点や臨界層の出現、ネットワークの構造をスペクトルから決
定する逆問題に取り組む。 



３．研究の方法 
 
理論研究であるから、研究の手法として特に目新しいものはない。基本的な文献調査ととも

に、国際共同研究を含む研究実施体制を整えて、諸課題の解決に取り組んだ。特に、短期間の
訪問滞在（アメリカ・ポーランド・インドネシアなど）や海外研究協力者の招聘（ドイツ・ポ
ーランド・韓国・インドネシアから 7名）によって研究交流が強化された。また、分担者の長
谷川とともに、コンフィグレーションモデルの臨界現象を解明するために計算機環境を整備し
た。得られた研究成果は積極的に国内外の研究会等において公表し、国際共著論文として公表
することに努めた。さらに、複数の国内研究会を支援し、二国間共同研究（インドネシア）と
の共催で小規模の国際研究会を仙台で 2回開催し、周辺研究者との研究交流を促進した。 
 
４．研究成果 
 
（１）量子確率論 従来の量子分解法の多変数化に際して、多変数直交多項式に関するスペク

トル理論が困難であるため、新しいアイデアを必要としてきた。距離正則グラフに対して成功
を見てきた一変数の量子分解法に動機づけられて、強正則グラフ対に対して、2 変量のスペク
トル分布を求め、そのスケーリング極限を導出した[論文投稿中]。その計算を通して、2 変数
クラウチュク多項式およびその極限多項式が青本-ゲルファンド超幾何関数で表示されること
が分かった。この仕組みはアソシエーションスキームに自然に拡張され、隣接行列の組に対し
て多変量スペクトル分布を議論する枠組みが構成された。その詳しい解析は継続課題となって
いる。成果はアメリカ数学会の関連分科会における口頭発表や日本数学会関数解析分科会特別
講演などで公表した。グラフのスペクトル解析から派生した新しい特性量として、距離行列か
ら定まる QE 定数を導入して、基本的な性質を明らかにした。さらに、QE 定数をグラフの分類
論への応用を検討し、新しい国際共同研究課題として企画を進めている。 
 （２）量子ホワイトノイズ解析 ボゾンフォック空間上の作用素は量子ホワイトノイズを変数
とする関数として表示されるため、量子ホワイトノイズを用いた作用素論が構築される。関連
する研究は Un Cig Ji （チュンブック国立大学）との長年にわたる共同研究として継続してき
た。特に、量子ホワイトノイズに関する微分方程式の解として作用素を特徴づけるという新し
い課題に取り組んできた。特に、量子ホワイトノイズの 2次関数を用いて、ボゴリューボフ変
換やギルサノフ変換の特徴づけが完成し論文発表に至った。発展として、量子ホワイトノイズ
の高次多項式を微分方程式で特徴づけに取り組んでいる。この方向の研究は一段落したともい
えるため、これまでの研究を総括し、繰込みなどの量子物理に動機づけられた課題を整理する
段階に来た。 
 （３）量子ウォーク 量子工学の専門家を交えた共同研究が進んだ。実用化が検討されている
同位体分離技術に、異なる回転周波数をもつことを利用し、片方の同位体分子の回転周波数と
同期するテラヘルツレーザーパルス列を照射して、量子共鳴を発生させて回転エネルギーを大
規模に励起するというものがある。この物理系を連続時間量子ウォークに類似した数理モデル
に帰着し、励起される同位体の量子回転エネルギー分布の概形を与える明示的な公式を導出し
た。この明示公式によって、実験をデザインするときに必要な効果的なパラメータ設定の提案
が可能になることが期待される。純粋数学的な展開として、量子ウォークを記述するユニタリ
行列のスペクトルによるグラフの同型問題へのアプローチがあげられる。グラフの幾つかの変
形操作を介することで、様々な量子ウォークモデルのユニタリ同値性が得られた。この議論を
より一般化することでグラフの辺彩色を用いた構成可能性や、グラフの分解方法に従うダイナ
ミクスの設定の提案などできるため、組み合わせグラフ理論との融合研究により、さらに研究
が促進する可能性が高い。量子ウォークの n 乗で誘導されるゼータ関数を定め、伊原型の構造
定理によって特徴づけられるグラフの例を与えた。これによって、グラフゼータ関数を動機と
した量子ウォークの位相が織りなす模様の解明という新たな研究の方向性を見出した。これら
は当初の見込みを上回る成果といえる。 
 （４）ネットワーク数理への展開 べき則を次数分布にもつコンフィグレーションモデルに対
して巨大連結成分の出現という相転移現象が知られている。大規模シミュレーションによって、
その相転移点において連結成分の分布関数が従う性質を、詳細に調べた。その結果、相転移点
において連結成分の分布関数はべき則に従うが、その指数の値は従来報告[Newman et al 2001 
PRE]で示された値とは異なることがわかった。この結果は有限サイズスケーリングからも確認
することができる。さらに詳細な検討と数理解析が必要であるが、新しい知見であろうと考え
ている。さらに、最大連結成分の示す構造について、ネットワーク上のパーコレーションで形
成される最大連結成分の次数相関を定式化し、いくつかの場合について調べた。その結果、次
数無相関ネットワーク上のパーコレーション過程で形成される最大連結成分は負次数相関であ
ることがわかった。ほかに、複数の感染源を持つ感染症ダイナミクスを数値シミュレーション
によって調べ、感染源が複数であることに起因する感染者クラスターのパーコレーション転移
と拡張 SIR モデル特有の不連続転移が別々のパラメータで相転移として起こることを明らかに
した。細胞内のたんぱく質生成のダイナミクスに対して、連続時間マルコフモデルを提案し、
定常分布の厳密解を求めるとともに、実験結果を説明するためのパラメータ同定を行った。 
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