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研究成果の概要（和文）：拡散現象に代表される不可逆現象は，時間の一方向性や老化現象，物体の破損など
我々の生活と密接に関わる重要な現象の要因である．そのような不可逆現象の古典論は前世紀に確立したが，そ
の後古典論の範疇から逸脱する重要な現象か数多く発見され，それらに対応すべく数理解析の研究が行われてい
る．本研究課題では，様々な不可逆現象の記述に現れる新しい数理モデルに対応できる発展方程式論の新たな枠
組みを構築した．特に破壊・損傷現象等に現れる強い不可逆性を伴うフェーズフィールド方程式，及び異常拡散
等の記述に現れる分数冪ラプラス作用素を伴う非局所発展方程式に関しては基盤となる解析法が確立し，それぞ
れ系統的な研究を行った．

研究成果の概要（英文）：Irreversible phenomena represented by diffusion are major factors of 
important phenomena closely related to our life such as unidirectionality of time, aging of lives 
and fracture. Classical theories for irreversible phenomena have already been established in the 
last century. However, many important irreversible phenomena beyond the scope of the classical 
theories have been observed, and therefore, studies of mathematical analysis have been developed in 
order to analyze and understand those new phenomena. In this research project, we have developed a 
new framework on Evolution Equations for covering new mathematical models which describe various 
non-standard irreversible phenomena. In particular, principal methods of analysis have been 
established for phase-field equations with strong irreversibility arising from fracture and damage 
models as well as nonlocal evolution equations involving fractional Laplacians, and moreover, 
systematic research has been done for those equations. 

研究分野： 解析学

キーワード： 函数方程式　非線形解析　不可逆過程　発展方程式　函数解析　偏微分方程式　変分法　無限次元力学
系

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
発展方程式論は吉田耕作による半群理論の誕生以来，我が国が世界をリードしてきた研究分野の１つである．本
研究課題はそのような発展方程式の研究を不可逆過程という我々の生活と密接につながる現象の観点から発展さ
せるものである．このことは古典論の枠組みを逸脱する重要な不可逆現象に対する数理解析を推進するばかりで
なく，発展方程式論の研究に於いても理論を発展させる道標を与える．また，ここで得られた研究成果は破壊現
象の理解にかかせない強い不可逆性（一方向性）を数学的に扱うための基盤を確立する他，昨今，環境工学や生
命科学をはじめ様々な分野で注目が集まっている異常拡散現象の記述に現れる非局所作用素の解析法を与える．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 拡散現象や相転移現象の分野では既に古典論が確立しており，偏微分方程式の研究に於いて
も，拡散方程式や Allen-Cahn 方程式などが盛んに研究されてきた．一方，古典論から逸脱す
る現象が知られており，様々な科学技術分野に於いて多くの興味を集めている．それに伴い，
非標準的な不可逆過程を記述する偏微分方程式が導入され，数学的にも研究がなされてきた．
砂岩中の天然ガスや土壌中の汚染物質の拡散は，媒質の不均質性が大きく影響し，拡散する物
質の平均 2 乗変位が経過時間に比例する（つまり拡散係数はその比例定数である）ような古典
的な拡散現象（正常拡散）から大きくずれることが知られており，それらは異常拡散として分
類されている．細胞内の物質輸送，土壌中の汚染物質の拡散をはじめ，様々な現象で異常拡散
が観測されており，非平衡系の統計力学，確率論，細胞生物学，環境工学などの工学諸分野に
於いても，異常拡散現象の学術的重要性は高まっている．それらを記述する偏微分方程式とし
て，拡散係数が拡散する物質の濃度に依存するような非線形拡散方程式が，1960 年代から盛
んに研究されてきた．中でも，拡散係数に退化性/特異性が伴う多孔質媒体方程式 /Fast 
Diffusion 方程式や非線形ラプラシアンを拡散項に持つ非線形拡散方程式が盛んに研究されて
いる．また，非整数階微分や分数冪ラプラシアンを含む（線形の）拡散方程式を用いて，異常
拡散現象を解明する試みもなされている．これらの方程式は，不均質媒質中のマルチスケール
構造を反映した（一般化された）ランダムウォークを用いて定式化できるため，環境工学の分
野では数値シミュレーションの観点からもその有用性が指摘されている（Hatano-Hatano 
1998）．相転移の分野では，相変数を導入し，その時間発展則として Allen-Cahn 方程式や
Cahn-Hilliard方程式を用いる巨視的アプローチが標準的に用いられており，非線形偏微分方程
式の分野でも盛んに研究がなされてきた．また拡散現象の研究と同様に，非標準的な相転移現
象を表す様々な非線形発展方程式が研究されるようになったが，媒質のマルチスケール構造を
考慮した相転移モデルや，材料の破壊現象のように一旦現象が起こると二度と元の状態に戻れ
ないような強い不可逆性（一方向性）を有する現象を記述するモデルは，既存の数学的理論の
枠組みに含まれず，研究もあまりなされていない． 
２．研究の目的 
本研究の目的は，不均質媒質中の異常拡散や相転移現象，破壊現象のように強い不可逆性

（一方向性）を有する現象など，非標準的な不可逆過程を記述する発展方程式を扱い，その適
切性（初期値問題の解の存在，一意性，データ連続依存性），解の正則性，対称性，周期性，比
較原理などの定性的性質，保存量や減衰量などの定量的性質，解の漸近挙動などを調べ，それ
ぞれの方程式の数学的構造を解明することである． 
３．研究の方法 
(1) Fast Diffusion 方程式の解の漸近形に対する安定性解析：プラズマの異常拡散モデル

（Okuda-Dawson 1973）から導出される Fast Diffusion 方程式のディリクレ問題では，
プラズマの濃度分布を表す解が有限時間で消滅することが知られている．また消滅解の漸
近形は Emden-Fowler 方程式の無数に存在する非自明解として特徴づけられる．一方，漸
近形の「安定性」は，同方程式の研究黎明期の問題意識の 1 つであったが，厳密な議論は
なされていなかった．申請者と分担者の梶木屋龍治氏（佐賀大学）は，漸近形に対する安
定性の概念の定義と（土台となる）関数空間上で孤立した漸近形の安定性判定法を提案し
た．一方，関数空間上で孤立しない，もしくは孤立性が明らかではない漸近形に対して
は，安定性の判定が困難である．例えば厚みが（相対的に）薄い円環領域を考えると，
Emden-Fowler 方程式は，その非線形構造が影響して，唯一の正値球対称解と非球対称な
正値解がなす 1 変数族を持つ．ここでは，本質的に孤立していない非球対称な正値解の安
定性解析，及び，一般次元に於ける正値球対称解の不安定性の証明を行う． 

(2) 新しい非線形拡散方程式の可解性と解の漸近挙動：近年，拡散項の退化性・特異性が空間
的に非一様な拡散方程式として，変動指数を含む拡散係数を持つ方程式が研究されるよう
になった．例えば，この種の拡散項を導入することで，第二種超伝導体と常伝導体が接続
した装置を単一の系としてモデル化することが可能になり，印加磁場による磁束侵入問題
とその近似問題の関係が議論されている．その背景には，変動指数にフィットした関数解
析の理論が整備されたこと（L. Diening 他 2011 など）が挙げられれるが，偏微分方程式
の研究では，可解性などの基本的な問題に対してすら，既存の発展方程式の理論が適用で
きない，もしくは，変動指数の空間非一様性を反映した十分な精度を持つ結果が得られな
い場合が多い．ここでは，非線形発展方程式に対する古典論を改めて根本から見直し，変
動指数を含む非線形発展方程式によりフィットした新しい理論の構築を目指す． 

(3) 一方向性を有する相転移モデル：材料の破壊現象の解析は，破壊・損傷工学の重要なテー
マである．多くのアプローチが知られているが，材料の損傷度を表す相変数を導入する巨
視的モデルもその1つである．古典論では，相変数の時間発展則としてGinzburg-Landau
型の勾配系が用いられてきた．一方，破壊・損傷現象は一旦進行すると後戻りができない
特別な相転移現象であるが，古典的な勾配系ではその一方向性が実現できない．そのた
め，Barenblatt-Prostokishin（'93）や高石-木村（'09）によって，一方向性を伴うように
修正された勾配系が導入された．しかし，それらは完全非線形方程式となるため，理論解
析はこれからの問題となっている．ここでは，そのような一方向性を有する相転移モデル
の可解性や解の漸近挙動を個別に解析し，最終的には一方向性を有する勾配流に対応した



新しい理論を構築する． 
(4) 分数冪 Cahn-Hilliard 系の解析：近年，レヴィ過程の無限小生成作用素である分数冪ラプ

ラシアンが，異常拡散の巨視的モデルとして様々な分野で注目されている．一方，偏微分
方程式の分野では，Caffarelli-Silvestre（'07）によるブレークスルーに伴い，分数冪ラプ
ラシアンに関連した発展方程式の研究が世界的に進展している．ここでは，これまで数学
的にも研究されていない分数冪ラプラシアンを伴う Cahn-Hilliard 系の初期値境界値問題
の適切性，解の挙動，分数冪ラプラシアンの冪に関するある極限問題を扱う．この分数冪
Cahn-Hilliard 系は，相変数が化学ポテンシャルの勾配に応じて異常拡散する相分離モデ
ルと解釈されるほか，非線形拡散方程式，Allen-Cahn 方程式，古典的なCahn-Hilliard 方
程式をつなぐ補間的な方程式としても解釈することができる．一方，境界条件を伴う分数
冪ラプラシアンに関しては，発展方程式の解析に必要な道具立ても未熟である． 

４．研究成果 
(1) Fast Diffusion方程式の解の漸近形に対する安定性解析：Fast Diffusion 方程式の解の漸

近形に対する安定性解析について以下の研究成果を得た．斉次ディリクレ境界条件を伴う
場合，解が有限時間で消滅し（領域全体で零値になる），その漸近形は Emden-Fowler 方
程式の非自明解として特徴づけられる．一方，Emden-Fowler 方程式の非自明解は無数に
存在し，領域の形状によっては関数空間上で連続体をなす．どのような漸近形が摂動に対
して安定であるか（どのような漸近形が観測されやすいか）という問題が安定性解析の動
機づけとなっている．ここでは以下の結果を得た（論文[Akagi,CMP,2016]参照）． 
(i) Emden-Fowler 方程式の最小エネルギー解の安定性：厚みが（相対的に）薄い円環

領域やトーラス領域上ではEmden-Fowler方程式の最小エネルギー解が1変数族をな
す．そのため，その安定性解析は一般に困難である．またエネルギー空間では非自明
解がエネルギー汎関数の鞍点となるため，その上の力学系では安定になりえない．漸
近形の安定性解析では相集合がエネルギー空間上の超曲面となり，それが鞍点の不安
定次元を1つ減らす．ここではLojasiewicz-Simon不等式と Fast Diffusion 方程式の
解の有界性評価を改良することで，領域の形状によらずEmden-Fowler 方程式の最小
エネルギー解全てが Fast Diffusion 方程式の漸近形として安定になることを証明し
た． 

(ii) 一般次元に於ける円環領域上の正値球対称漸近形の不安定性：孤立性が確約されない
円環領域上の正値球対称漸近形に対しては分担者である梶木屋氏との共同研究で空間
2 次元に限り，円環領域の厚みが（相対的に）十分に薄くなる条件の下で不安定性が
証明されていたが，円環領域の厚みに関する仮定の定量的情報は与えられなかった．
さらに 3 次元以上の（円環）領域に対しては完全に未解決となっていた．ここでは
Lojasiewicz-Simon 不等式を（i）と異なる方法で用い，空間次元によらず正値球対称
漸近形の不安定性を示した．また，円環の厚みに関する十分条件も定量的に与えた． 

(2) 新しい非線形拡散方程式の可解性と解の漸近挙動：ここでは変動指数を含む非線形拡散方
程式について考える。変動指数を含む偏微分方程式の研究は盛んになされているが，変動
指数の上限または下限を可積分指数にとる標準的な Lebesgue 空間や Sobolev 空間に基づ
く解析がほとんどであった．そのためそこから得られる結果では常に何らかのロスが生じ
てしまい，変動指数に最適化された結果はあまり得られていなかった．報告者らは変動指
数を含む Lebesgue 空間，及び Sobolev 空間に適応するように作用素論や発展方程式論を
カスタマイズし，その結果，与えられた変動指数に関して最適な条件の下で，解の存在，
正則性に関する結果を得ている．ここではさらにそれに基づき，変動指数よりもより一般
的な Musielak-Orlicz 空間（Nakano 空間）をベースとした理論を構築し，変動指数より
もより不均質性の高い問題に最適化した発展方程式の理論を構築した．この結果は G. 
Schimperna 氏（伊・パヴィア大学）との共同研究であり，現在結果を取りまとめてい
る． 

(3) 一方向性を有する相転移モデル：破壊現象の記述に現れる「一方向性を有する相転移モデ
ル」に焦点を当て，そこで用いる「単調成長を拘束条件に伴う発展方程式」を扱った． 
(i) 外力項を伴う拡散型の研究：ここではそのような強い不可逆性を有する発展方程式の

雛形として，非斉次項を伴う拡散方程式に拘束条件（強い不可逆性条件）を課した問
題を考え，その適切性，（部分的な）平滑化効果，そして比較定理や定常解への収束
性を証明した．特に非斉次項に微分可能性を課さない点がこの結果の特徴で，これは
今後の摂動理論の展開に向けて重要である．またここでは強解を時間離散化法によっ
て構成するために，障害物問題に対する楕円型評価の理論を基礎から構築している
（実際，空間次元よりも大きなpに対するLp理論はKinderlehrer-Stampacchiaによ
って 80 年代に構築されていたが，p が小さい場合は除外されていた）．さらに，この
障害物問題に対する楕円型評価の枠組みは，比較定理や解の収束の証明に於いても重
要な役割を果たす．一方，強い不可逆性（一方向性）によって拡散方程式が本来有す
る放物性が損なわれるため，解の平滑化効果は完全な形では実現しない．ここではそ
のような放物性の破れに着目し，如何に残存する放物性を抽出するかを考えること
で，“部分的”な平滑化効果の証明に成功している．本研究は分担者である木村正人氏
（金沢大学）との共同研究である（論文[Akagi-Kimura,JDE,2019]参照）． 



(ii) Damage accumulation モデルの研究：S. Melchionna 氏（墺・ウィーン大学）と共
同で，Damage accumulation に関するBarenblatt-Prostokishin モデルに由来する多
孔質媒体型の強い不可逆性を有する方程式を考え，解の時間局所解の存在と有限時間
爆発（完全な破壊箇所の出現に相当）を証明した．この結果は Melchionna 氏の学位
論文の一部となっている（論文[Akagi-Melchionna,NoDEA,2019]参照）． 

(iii) Allen-Cahn型の研究：ここではAllen-Cahn方程式に拘束条件を課した問題を考え，
以下の成果を得た．この研究はM. Efendiev 氏（独・ヘルムホルツ研究所）との共同
研究に基づく（論文[Akagi-Efendiev,EJAM,2019]参照）． 
① 解の部分的平滑化効果：拘束条件を課した場合，拡散方程式や Allen-Cahn 方程

式ではよく知られた解の平滑化効果は，完全な形では実現しない．ここではある
関数空間上の非有界・非線形な集合を導入し，解の平滑化効果が「部分的に」起
こることを示した．また，その過程でエネルギー不等式を導出し，エネルギー消
散も「部分的に」起こることを示した．証明には，元の非発散型の完全非線形方
程式と発散型の二重非線形発展方程式の同値変形，吉田近似を用いた近似，そし
て新たに開発した近似解に対する「部分的」エネルギー消散評価が重要な役割を
果たす． 

② 大域的アトラクター：拘束条件から通常のルベーグ空間，ソボレフ空間では大域
的アトラクターが存在しないことを証明した．一方，①で構築した集合を相集合
とするような力学系を考え，その上で成り立つエネルギー消散評価を用いて，大
域的アトラクターを構成した． 

③ 障害物問題への書き換えと応用：単調性の拘束条件が解の時間発展に与える影響
をより詳しく見るために，拘束条件付き Allen-Cahn 方程式が初期値を下からの
障害物とするような障害物問題に書き換えられることを証明した．また，これを
用いて解の選出原理，比較原理，力学系の定式化を行ったほか，解の長時間挙動
（解の収束）を証明した．証明では①で導入した近似問題に対して，測度論に基
づく議論によって問題の書き換えを証明し，その後，極限移行を通して元の方程
式に対する問題の書き換えを正当化した． 

(4) 分数冪 Cahn-Hilliard 系の解析：分数冪ラプラス作用素を含む Cahn-Hilliard 系に対する
コーシー・ディリクレ問題について考察した．ただし分数冪ラプラシアンに対しては通常
のディリクレ条件ではなく，領域の外部全体で対象となる関数（解）がゼロになるという
solid型のディリクレ条件を課す．これは分数冪ラプラシアンは冪が0に近いときにトレー
スが定義できないようなソボレフ空間を定義域に持つこと，また確率論的には分数冪ラプ
ラシアンがジャンプ過程の生成作用素であるため，領域内から境界を一気に飛び越えて領
域外へとジャンプしてしまう粒子を全て消す必要があることに由来する．分数冪ラプラシ
アンは（全空間で定義される）非局所作用素であるが，方程式は領域上でのみ成立するた
め，古典的な Cahn-Hilliard 系と異なり 1 本の方程式にはまとめられない．ここで得た結
果の概要は以下のとおりである．この研究はG. Schimperna 氏，A. Segatti 氏（伊・パヴ
ィア大学）との共同研究である（論文[Akagi-Schimperna-Segatti,JDE,2016]参照）． 
(i) 初期値境界値問題の適切性：時間離散化法と変分法を用いた近似解の構成，さらにエ

ネルギー評価による近似解の一様評価，そしてコンパクト埋め込み定理等を用いた近
似解の収束と極大単調作用素論に基づく極限の特定を行うことで，解の構成を行っ
た．CH 系に現れる 2 つの分数冪ラプラシアンの冪を別にした（これは関連する特異
極限問題の研究からの要請である）ために適用できる連鎖律が知られておらず，特に
エネルギー不等式の導出に於いて困難が生じた． 

(ii) 2 つの分数冪ラプラシアンの指数の極限移行に伴う解の収束：分数冪 Cahn-Hilliard
系は 2 つの分数冪ラプラシアンを含むが，それらを 0 または 1 へ極限移行すること
で，形式的には Allen-Cahn 方程式や多孔質媒体方程式が得られる．ここではそれを
正当化するために，対応する分数冪 Cahn-Hilliard系の解の収束を証明し，その極限が
対応する極限方程式の解となることを証明した．証明の鍵となるのは，Solid型ディリ
クレ境界条件を伴う分数冪ラプラシアンの固有値の漸近挙動である．また Fast	
Diffusion 方程式が極限方程式となる場合についても，ある追加の仮定の下で証明がな
されている． 

またこれに派生して（分数冪 Cahn-Hilliard 系とは異なる対象だが）以下の結果も得て
いる． 
(iii) Solid 型ディリクレ境界条件を伴う分数冪ラプラシアンの正則性理論：分数冪ラプラ

シアンの研究は歴史が長いが，Fourier 変換によって定義された分数冪ラプラシアン
に対するポアソン方程式を有界領域上に制限して考え，その外側では恒等的に 0 とな
るような solid 型のディリクレ条件を課した問題の研究は発展途上にあり，また古典
的なポアソン方程式とは異なる様相を呈することで知られている．特に，外力項や領
域の正則性がどれほどよくても，解の境界正則性は分数冪ラプラシアンの指数から定
まるヘルダークラスに留まる．これは解が境界上で分数冪型の特異性を持つことに由
来する．同様の理由から，固有関数の正則性も領域の滑らかさに関わらず，ヘルダー
クラスを上限とすることが知られている（なおここで扱う分数冪ラプラシアンは，有



界領域上の古典的なディリクレラプラシアンに対する冪作用素とは異なることに注意
する）．ここでは分数冪ポアソン方程式の解が，方程式を考える領域上だけでなく，
全空間上で定義された関数として獲得しうる正則性について考察した．実際，分数冪
ラプラシアンを主要部に持つ発展方程式の解の漸近挙動を分析する際に，分数冪ラプ
ラシアンの非局所性から，解の全空間に於ける正則性が重要な情報を与えるなど，応
用上も興味深い．ここでのアプローチは所謂（楕円型評価の証明に用いられる）
Nirenberg の translation argument を基本とするが，分数冪ラプラシアンの非局所性
に由来する困難が生じる．古典的なポアソン方程式では 1 の分解を用いて局所的に評
価したものを組み合わせるが，それぞれの局所化された評価は独立している．一方，
分数冪ラプラシアンの場合，局所化された評価が（分数冪ラプラシアンの非局所性に
より）独立しない．ここでは分数冪ラプラシアンに対する交換子評価や iteration 
argument を用いて，解の平行移動に関する定量的な差分評価を導出している．それ
を応用することで，解に対する領域摂動評価，解の Besov 空間に於ける正則性，領域
摂動に対する固有値・固有関数の評価を導出している．本研究はG. Schimperna氏，
A. Segatti 氏（伊・パヴィア大学），L. Spinolo 氏（伊・IMATI-CNR）との共同研究
である（論文[Akagi-Schimperna-Segatti-Spinolo,CMS,2018]参照）． 

これ以外にも上で扱ったような発展方程式の解析の基盤となる手法の開発を行った．ここで
は特に，発展方程式に対する変分法について述べる. 
(5) 発展方程式に対する変分法：（ある自由エネルギーの最小点として特徴づけられる）平衡

状態へ向かう過渡的な現象である非平衡系を記述するために，自由エネルギーの勾配系が
しばしば用いられる．平衡状態が自由エネルギーの最小化問題という純粋な変分問題とし
て定式化されるのに対し，非平衡系に対しては勾配系以上の変分的な特徴付けが十分に成
されていない．しかし変分原理の立場に立てば，非平衡系に対して（純粋な）変分的定式
化がどのような意味で成されるべきかは興味深い問題である．勾配系を最小化問題などの
変分問題によって定式化する試みは，古くはDe Giorgi や Brezis-Ekelandによってなされ
てきたが，指定された汎関数のEuler-Lagrange方程式が対象となる発展方程式と一致する
ケースは知られていない．実際De Giorgi や Brezis-Ekeland の理論は null-minimization
と呼ばれる，最小化問題にある種の追加条件を設けたものであり，純粋な変分問題とは差
異が生じる．ここでは勾配構造を有する発展方程式を対象に，近年Mielke-Ortiz（2008）
や報告者と U. Stefanelli（2011-）によって研究されている WED（Weighted Energy-
Dissipation）汎関数を用いた変分的定式化を拡張した． 
(i) 非λ-凸エネルギーに対する勾配流の変分的定式化：研究開始当初は自由エネルギー

の凸性に関してはλ-凸性で許される範囲の非凸性が限界であり，そこから逸脱する
ようなエネルギー汎関数の取り扱いは不可能であった．ここではそのような非凸汎関
数の勾配系をある WED 汎関数の最小化問題として近似する手法を提案し，実際にそ
の収束性について証明している（論文[Akagi-Stefanelli,JCA,2016]参照）． 

(ii) 非コンパクト軌道に対する WED 汎関数：また発展方程式を考える時間区間は常に有
界にとっていたが，（非有界な）半区間上でWED汎関数を定義し，それによって発展
方程式を変分的に特徴づける試みを行った．ここでは Serra-Tilli（Ann. of Math.，
2012）によって導入された半区間上の解軌道に対して定義されるWED 汎関数に対す
る変分解析のアイディアを用いることで，これまで扱えなかった時間大域的な理論の
構築を可能にしている．この結果はS. Melchionna 氏（墺・ウィーン大学）の学位論
文の一部となっている（論文[Akagi-Melchionna-Stefanelli,JEE,2018]参照）． 

(iii) 発展方程式の摂動理論に対する WED 汎関数の応用：偏微分方程式が完全な勾配構造
を持たないが，その支配的な性質が（部分的な）勾配構造に由来するというケースは
非常に多い．そのため，勾配流（=ある汎関数の勾配方向に解が発展するような発展
方程式）に対する摂動理論は，偏微分方程式への応用の観点に立つと，非常に重要な
問題である．一方，一般化された勾配流に対する摂動理論については，報告者による
結果（2011, J. Evol. Eq.）があるが，それを除くと殆ど例がない．またその結果では
ヒルベルト空間を中枢空間とするような Gel'fand の三つ組を導入する必要があるた
め，偏微分方程式への応用上，関数空間の設定に制限があった．ここでは，そのよう
な三つ組の導入を不要とし，関数空間に対する制限を取り去るための試みとして，近
年U. Stefanelli 氏（墺・ウィーン大学）らによって研究されるようになったWED汎
関数に基づく変分法を用いることで，一般化された勾配流に対する摂動理論を展開し
た．WED 汎関数は（摂動なしの完全な）勾配系に対する変分的定式化の 1 つで，解
軌道ごとに値をとるような汎関数の最小化問題（の極限）として，発展方程式の解を
再現する．このWED汎関数を用いることで，（近似）解を（変分的に）直接構成でき
るため，従来のようにヒルベルト空間を仲介して近似解を構成する必要がなくなり，
その結果Gel'fand の三つ組の導入が不要となる．またWED汎関数の最小限が満たす
近似問題は，いわゆる楕円正則化問題と呼ばれるもので，数値解析や最適制御理論な
どでしばしば用いられる近似問題に対応している．この結果は S. Melchionna 氏
（墺・ウィーン大学）との共同研究に基づき，また Melchionna 氏の学位論文の一部
となっている（論文[Akagi-Melchionna,JCA,2018]参照）． 
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