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研究成果の概要（和文）：本研究はこれまでの研究を基盤として，粘性解に関する理論と応用における新展開を
図った．微分方程式、積分方程式に関する解の比較原理、解の一意存在と連続性等の基本理論、及び種々の漸近
問題，最適制御・微分ゲーム，曲率流等の幾何学的問題に代表される問題への応用を中心に粘性解の理論と応用
における多岐な課題を解決し、理論と応用の両面から粘性解理論の研究を進展させた．得られた成果は自然科
学、工学、社会科学の基礎理論として重要である。

研究成果の概要（英文）：This research builds on previous work to develop new developments in the 
theory and applications of viscosity solutions. The research has solved various problems in the 
theory and applications of viscosity solution theory, focusing on the basic theory of the comparison
 principle of solutions for differential and integral equations, unique existence and continuity of 
solutions, and applications to various asymptotic problems, optimal control, differential games, and
 geometric problems such as curvature flow, and has advanced the research on viscosity solution 
theory from both theoretical and applied perspectives. The results obtained have been used in 
natural science, engineering, society, and society. The results obtained are important as a 
fundamental theory for natural science, engineering, and social science.

研究分野：数学、解析学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
自然科学、工学、社会科学の基本的課題の多くは偏微分方程式により記述される。本研究課題では偏微分方程式
理論、特に、粘性解理論の立場から、自然科学、工学、社会科学の諸課題に現れる偏微分方程式の理論と応用に
関する展開を図り、その成果は多くの重要な課題を解決した。本課題により得られた成果は偏微分方程式の基礎
理論に大きな影響を与えるものであり、自然科学、工学、社会科学の諸課題の解決に向けて今後利用され、多大
な貢献を与えるものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



１．研究開始当初の背景
粘性解の概念はCrandallと Lions (1881年、 [1,2]を参照)により導入された。偏微分方程式研究のための
道具として粘性解理論が整備され、一方で種々の問題への応用に動機付けられて発展してきた。その重要
性については幅広く認識されている。例えば、米国数学会の数学分類（MSC2020)おいて、２項目 35D40
と 49L25として粘性解が登場する。1990年代初頭における粘性解理論を解説した論文 (Crandall、Ishii、
Lions、1992年、 [3])は、米国数学会のMathSciNetによれば、論文部門での年間高引用数を記録してい
る。これまで、例えば、曲率流への等高面アプローチ、確率論における大偏差原理、均質化理論等へと応
用され、Lp粘性解などの理論面でも進展してきた。しかし、弱KAM理論（Fathi、1997年、 [4]を参照）
の導入、Nadirashvili とVlăduţ (2007年、[5]を参照) の一様楕円型方程式の解の正則性に関する否定的な
結果、非線形随伴法の導入（Evans、 2010年、[6]を参照）等の進展は、粘性解に関する理論と応用の新展
開の重要性を強く示唆するものであった。

２．研究の目的
本研究は１階非線形偏微分方程式，２階非線形楕円型及び放物型偏微分方程式に対する粘性解理論とその
応用の研究を目的とする．微分方程式の弱解の一種である粘性解の理論と応用の重要性は 1980年代におけ
る粘性解の導入以来の歴史と成果により検証されている．一方，関連分野との相互作用などから粘性解理
論の新しい展開があり，一層の発展が望まれている．本研究はそれまでの研究を基盤として，粘性解の理
論と応用における新展開を図る．微分方程式に関する漸近問題，特に均質化理論，最適制御・微分ゲーム，
曲率流などの幾何学的問題などに代表される問題への応用を中心に粘性解理論の課題を探りながら，理論
と応用の両面から粘性解の研究を進展させる．

３．研究の方法
粘性解の理論と応用の新展開のために、本研究では、幾つかの細目課題を設定し、各細目課題の研究成果
の総合により、粘性解理論の再構築を図る。細目課題として、境界値問題、漸近問題、粘性解の正則性、最
適化問題、幾何学的非線形問題を取り上げる。粘性解の重要な特性として、比較原理の成立が期待できる
ことである。この観点から、種々の境界値問題に対する粘性解の存在と一意性を研究する。漸近問題の観
点では、偏微分方程式に対する境界値問題に関する種々の漸近問題、確率論における大偏差原理、均質化
問題などを対象に応用と理論の展開を図る。特に、弱KAM理論の視点から統一的な理論展開を図る。Lp

粘性解の理論の進展を推進し、完全非線形楕円型方程式の解の正則性（連続性・微分可能性）を研究する。
最適制御、微分ゲーム、L∞最適化、最適輸送問題などの最適化問題への応用の研究により粘性解理論の
新展開を図る。幾何学的非線形問題の観点から、幾何学の問題、科学・工学における界面の問題に応用す
る。粘性解応用の快挙として、Evans と Spruck、陳、儀我および後藤による曲面の曲率流に対する等高面
法への応用 ([7,8]を参照)が挙げられるが、等高面法の応用の一層の発展を図る。

４．研究成果
以下では、既に出版された研究成果について概説する。
（１）文献 [12]において、待ち行列の問題のスケール極限に現れる確率制御問題を考察した。d次元ユーク
リッド空間 Rdの正の象限を領域とする様な反射境界条件を持つ確率微分方程式で記述される系に対する
無限時間割引制御問題が対象である。ただし、正の象限とは Rdの点を x = (x1, . . . , xd)と表すとき、 全
ての iに対して xi > 0を満たす点 xの集合である. 偏微分方程式論の観点からは、ノイマン型境界条件を
持つ正の象限上のハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式を扱う問題である。この問題では、境界 xi = 0上
での境界条件がノイマン型の境界条件であり、特に非線形である。正の象限の様に角（かど）を持つ領域
上での非線形ノイマン型境界条件の取り扱いは粘性解理論においてこれまでに知られていなかった。無限
時間割引制御問題の値関数が連続関数であり、対応するハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式の正の象限
におけるノイマン型境界条件を満たす粘性解であることを証明した。更に、この初期値境界値問題の半連
続な粘性劣解と粘性優解に対する比較定理を確立し、粘性解の範疇でこの初期値境界値問題の一意可解性
を示した。特に、上記の値関数は対応する初期値境界値問題の一意粘性解として特徴づけられる。
(2) 文献 [13,14]において、完全非線形 2階退化楕円型偏微分方程式に対する割引率消去問題を考察した。
すなわち、完全非線形 2階退化楕円型偏微分作用素 F (x,Du,D2u)に対して、正の割引率 λを持つ割引問
題 λu+ F (x,Du,D2u) = 0 (x ∈ Ω)を考え、λ → 0とするときの解 u = uλの漸近挙動を調べた。ただし、
Du = (∂u/∂x1, . . . , ∂u/∂xn)、 D2u = (∂2u/∂xi∂xj)i,j、 Ωは n次元領域とする。F に対する加法的固有
値を cと表すとき、 Ωの閉包 Ω上で一様に limλ→0 uλ + λ−1cが存在するための十分条件を与えた。この
条件の主要な点は、F がハミルトン・ヤコビ・ベルマン型の作用素であること、解の族 {uλ}0<λ<1は同程
度連続であるという仮定である。Ωとしては n次元トーラス、Ωが Rnの有界領域の場合を考察した。後
者の場合には、境界条件としては状態拘束条件、ディリクレ条件、ノイマン条件の三つの場合を検討した。
理論的に重要な貢献はマザー測度の一般化の導入にある。一般化したマザー測度を用いた加法的固有値 c
の表現定理、粘性解 uλの表現定理の証明にはミニマックス定理を用いた関数解析的かつ直接的な手法を採
用した。これらの表現定理の証明法は [9]で採用された方法よりも簡便で応用範囲が広い。
(3) 文献 [15]において、空間的に依存する摩擦係数を持つ一般化されたランジュバン方程式に対するスモ
ルコフスキー・クラマース（Smoluchowski-Kramers）近似の考察を行った。この近似は粒子の質量 µに
関して、µ → 0とするときの粒子の漸近挙動を調べるものである。点 x = (x1, . . . , xn)における力場を
b(x) = (b1(x), . . . , bn(x))、摩擦係数を λ(x)、 拡散係数を σ(x) = (σij(x))i,j と表すとき、一般化されたラ
ンジュバン方程式は

µẍ = b(x)− λ(x)ẋ+ σ(x)Ẇ



となる。ただし、W はブラウン運動を表す。この確率微分方程式の解 xµが法則収束の意味で、 µ → 0と
するときに

λẋ = b(x) + σ(x)Ẇ

の解 xに収束することを証明した。xµの分布に注目することで問題を µをパラメータにもつ退化放物型偏
微分方程式の初期値問題の解の収束問題に帰着し、Evansによる摂動テスト関数法の援用で証明を行った。
更に、パラメータ εに依存する摩擦係数 λε(x)の場合を考え、xのある領域U では、limε→0 λε(x) = 0とな
る場合の収束問題を扱った。この解析には、領域U における粘性解的ノイマン問題の手法が有効であった。
(4) 文献 [16]において、n次元ユークリッド空間Rnの開部分集合Ω上の完全非線形退化楕円型方程式の性
質を研究した。uが Ω上の C2級関数であるとき、k < nに対して、

P−
k (D2u) =

k∑
i=1

λi(D
2u), P+

k (D2u) =

k∑
i=1

λn−i+1(D
2u)

とおいて短縮ラプラス作用素 P±
k を定義する。ただし、λ1(D

2u) ≤ · · · ≤ λn(D
2u)はヘッセ行列D2uの固

有値を表すとする。定数 b > 0、µ ∈ Rと Ω上の有界連続関数 f を与えたとき

P±
k (D2u(x)) + b|Du(x)|+ µu = f(x) (x ∈ Ω)

の粘性解に対する最大値原理（比較原理）の成立の条件を検討した。得られた知見を用いて、Ωに対する
一様凸性の仮定を課し、上記の方程式に対するディリクレ境界境界条件 u(x) = 0（x ∈ ∂Ω）の下での可解
性を調べ、さらに主固有値の定義とその性質を研究した。
(5) 文献 [17]においては、n次元ユークリッド空間全体を領域とするハミルトン・ヤコビ方程式に対する割
引率消去問題に対する粘性解の漸近挙動を考察した。連続なハミルトニアンH(x, p)に対して、pに関する
凸性と強圧性の仮定に加えて、オーブリー集合がコンパクトになるための具体的な十分条件を課し、cを
H に対する加法的固有値とし、λu+H(x,Du) = 0 の粘性解を uλとするならば、λ → 0の極限で関数族
{uλ + λ−1c}がH(x,Du) = cのある解に広義一様収束することを証明した。
(6) 文献 [18]において、ハミルトン・ヤコビ方程式の連立系に対する割引率消去問題を考察した。未知関
数 u = (u1(x), . . . , um(x))に対するハミルトン・ヤコビ方程式の弱連立系

λui +Hi(x,Dui, u1(x), . . . , um(x)) = 0 (x ∈ M, i = 1, . . . ,m)

についての研究である。ただし、M はコンパクトなリーマン多様体であり、λ は割引率である。関数
Hi(x, p, u)が p ∈ T ∗

xM に関して強圧的であり、(p, u) ∈ T ∗
xM × Rm に関して凸関数であると仮定する。

ただし、T ∗
xM は x における M の余接空間を表す。さらに、Rm 上の写像 u = (u1, . . . , um) 7→ H =

(H1(x, p, u), . . . , Hm(x, p, u)) が単調であると仮定する。λ > 0 のとき、上記の弱連立系は一意粘性解
uλ = (uλ1 , . . . , u

λ
m) を持つ。λ = 0 の時に、上記の弱連立系は連続な解をもつと仮定するとき、λ > 0

に対する一意粘性解 uλは、λ → 0+の極限で

Hi(x,Dui, u1(x), . . . , um(x)) = 0 (x ∈ M, i = 1, . . . ,m)

のある粘性解u0 = (u01, . . . , u
0
m)に一様収束することを証明した。証明の重要部分はマザー測度とそのλ > 0

の場合への一般化の導入であり、ミニマックス定理を用いて、一般化されたマザー測度による解 uλの表現
を与えた。
(7) 文献 [19]は完全非線形楕円型方程式 F (x, u,Du,D2u) = 0のの非負値の優解に対するの正集合を研究
したものである。Ωは Rnの開集合であるとし、Ωを定義域に持つ非負値の優解 uを考えて、その正集合
{x ∈ Ω : u(x) > 0}に注目する。あるクラスの完全非線形退化楕円型作用素 F に対してはΩの開部分集合
U がある非負値の優解 uの正集合であることが U の幾何学的性質で特徴づけられることを示した。応用と
して、f をΩ上の非正値連続関数としたときのΩにおける退化楕円型方程式 F (x, u,Du,D2u) = f に対す
る強最大原理が成立するための条件を検討し、集合 {x ∈ Ω：f(x) = 0}に対する幾何学的条件を用いた強
最大原理を定式化した。
(8) 文献 [20]において、数理ファイナンスに現れる積分微分方程式の研究を行った。S+d により、d次の実
非負定値対称行列の全体を表す。hを Rd × S+d × [0, T ]上の多項式増大度を持つ連続な実関数とする。た
だし、0 < T < ∞。対象の積分微分方程式はmin{Mu, u− h} = 0で与えられる。ただし、Mu(x, y, t) =
−∂u/∂t − Lu − Juと与えられ、Lと J はそれぞれ 2階線形退化楕円型作用素と線形積分作用素である。
積分微分方程式min{Mu, u− h} = 0 をRd × S+d × (0, T )上で考え、終期境界条件 u(x, y, T ) = h(x, y, T )
を課す。[20]において、この問題に対する比較定理を確立し、一方で、対応する確率制御問題の値関数が
連続であり、この終期問題の粘性解として特徴づけられることが示された。粘性解理論の観点から言えば、
Crandall-Ishii[11]により得られた半連続関数に対する最大値原理を自然な形で積分微分方程式に適用可能
なものへと一般化した定理を確立したことも重要である。



(9)文献 [21]においては、コンパクトなリーマン多様体M上のハミルトン・ヤコビ方程式∂u/∂t+H(x,Du, u)
= 0について研究を進めた。実定数 cと y ∈ Mに対して、ϕ(x) = c (x = y)、ϕ(x) = ∞ (x ̸= y)と置くとき、
初期条件として u(x, 0) = ϕ(x)が許容される枠組みの可能性を検討した。ハミルトニアンH = H(x, p, u)
が p ∈ T ∗

xM に関して凸かつ強圧的であると仮定し、さらに uに関して一様にリプシッツ連続であると仮
定し、Barron-Jensen[10] による下半連続粘性解理論の一般化を提案した。初期値問題に対する比較原理、
解の存在定理、値関数としての解の表現定理、解の長時間挙動、定常問題の解の分類定理を確立した。
(10) 文献 [22]において、モンジュ・カントロ－ビッチ最適輸送問題の一般化である確率最適輸送問題を論
じた。この問題に対する双対定理の証明とその応用、モンジュ・カントロ－ビッチ最適輸送問題へのゼロ
雑音極限アプローチ、シュレーディンガー問題との関連等を詳細に述べた。
(11) 文献 [23]において、完全非線形退化放物型方程式

∂u/∂t+ F (Du,D2u) = f(x) (x ∈ Rn, t > 0)

の粘性解 u = u(x, t)に対する漸近速度
c = lim

t→∞
u(x, t)/t

が存在するための一般的な条件を与えた。ただし、cは xに依らない定数とする。右辺の f はコンパクトな
台を持つ非負リプシッツ関数とする。初期条件は u(x, 0) = u0(x)とする。この条件の詳細については [23]
を参照のこと。この条件がハミルトン・ヤコビ方程式、曲率流の等高面方程式等に対してどの様な場合に
成立するかを検討した。
(12) 文献 [24]において、分数冪 α ∈ (0, 1)のカプート (Caputo)時間微分を持つハミルトン・ヤコビ方程式

∂α
t u+H(t, x, u,Du) = 0

の粘性解 u = u(x, t)の定義が導入され、粘性解に対する比較原理が確立された。uは領域 Tn × [0, T ]、
T > 0、上の実関数とし、ハミルトニアンH に対しては粘性解理論における標準的な仮定が課される。比
較原理に加えて、上記のハミルトン・ヤコビ方程式に対する初期値問題の粘性解の一意存在定理が確立さ
れた。
(13) [25]において、ルベーグ空間Lqに属する係数と非斉項を持つ 2次の完全非線形一様放物型偏微分方程
式に対するLp粘性優解に対する弱ハルナック不等式を証明した。この不等式からLp粘性解のヘルダー連
続性が示される。さらに、Lp粘性劣解に対する局所最大原理と Lp粘性解に対するハルナック不等式が示
される。
(14)文献 [26]において、関数のグラフの時間発展を考察した。そのグラフの平均曲率に加えて定数 1を駆
動力とする時間発展を調べた。この関数 uは空間的にはRnの有界領域Ωで定義され、その境界 ∂Ω上では
ディリクレ条件で拘束されているものとする。u = u(x, t) （x ∈ Ω, t ≥ 0）は準線形放物型偏微分方程式
に対する初期値境界値問題で記述される。[26]においてはディリクレ境界条件を粘性解の意味で捉え、解
uの長時間挙動を調べた。（ディリクレ境界条件を古典的に捉えると、すべての t ≥ 0で定義された大域解
は必ずしも構成できない。）Ωが半径R > 0の球の場合について、R < nであれば、閉球 Ωで連続な定常
解 wに Ω上で一様収収束すること、R ≥ nであれば、ある c ≥ 0と Ωで連続な関数 wに対して、t → ∞
とするとき、uが w + ctに漸近することを証明した。
(15) 文献 [27] において、リプシッツ連続な境界を持つRnの凸領域D上の一階保存則に対する確率偏微分
方程式

du+ divA(u)dt = Φ(u)dW (t)

の可解性の研究を行った。ここで、未知関数 uは確率変数であり、与えられた確率空間 Ωがあり、uは
(ω, x, t) ∈ Ω×D × [0,∞)上の実関数である。A = (A1, . . . , An) : R → Rnは与えられた関数とし、divは
発散作用素を表す。従って、divA(u) = ∂A1(u)/∂x1 + · · ·+ ∂An(u)/∂xnと書くことが出来る。W (t)はあ
る種の確率過程であり、上記確率偏微分方程式では、一つの非線形項Φ(u)と dW (t)の積として確率項が現
れる。（右辺の確率項については [27]を参照。）これは応用上重要な確率偏微分方程式の一つである。文献
[27]における主要な結論は、上記確率偏微分方程式に対する初期値境界値問題に対して、kinetic solution
の概念を導入し、その一意可解性を示したことである。
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[5] N. Nadirashvili, S. Vlăduţ, Nonclassical solutions of fully nonlinear elliptic equations. Geom. Funct.
Anal. 17 (2007), no. 4, 1283-1296.
[6] L. C. Evans, Adjoint and compensated compactness methods for Hamilton-Jacobi PDE. Arch. Ration.
Mech. Anal. 197 (2010), no. 3, 1053-1088.
[7] L. C. Evans, J. Spruck, Motion of level sets by mean curvature. I. J. Differential Geom. 33 (1991),
no. 3, 635-681.
[8] Y. G. Chen, Y. Giga, S. Goto, Uniqueness and existence of viscosity solutions of generalized mean
curvature flow equations. J. Differential Geom. 33 (1991), no. 3, 749-786
[9] A. Davini, A. Fathi, R. Iturriaga, M. Zavidovique, Convergence of the solutions of the discounted
Hamilton-Jacobi equation: convergence of the discounted solutions. Invent. Math. 206 (2016), no. 1,
29-55.
[10] E. N. Barron, R. Jensen, Semicontinuous viscosity solutions for Hamilton-Jacobi equations with
convex Hamiltonians. Comm. Partial Differential Equations 15 (1990), no. 12, 1713-1742.
[11] M. G. Crandall, H. Ishii, The maximum principle for semicontinuous functions. Differential Integral
Equations 3 (1990), no. 6, 1001-1014.
[12] A. Biswas, H. Ishii, S. Saha, L. Wang, On viscosity solution of HJB equations with state constraints
and reflection control. SIAM J. Control Optim. 55 (2017), no. 1, 365-396.
[13] H. Ishii, H. Mitake, H. V. Tran, The vanishing discount problem and viscosity Mather measures.
Part 1: The problem on a torus. J. Math. Pures Appl. (9) 108 (2017), no. 2, 125-149.
[14] H. Ishii, H. Mitake, H. V. Tran, The vanishing discount problem and viscosity Mather measures.
Part 2: The problem on a torus. J. Math. Pures Appl. (9) 108 (2017), no. 3, 261-305.
[15] H. Ishii, P. E. Souganidis, H. V. Tran, On the Langevin equation with variable friction. Calc. Var.
Partial Differential Equations 56 (2017), no. 6, Paper No. 161, 26 pp.
[16] I. Birindelli, G. Galise, H. Ishii, A family of degenerate elliptic operators: maximum principle and
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