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研究成果の概要（和文）：平成28年度にはFMMのH行列への拡張とH行列によるLU分解コードの開発を行った。こ
の際、exaFMMで採用しているdual tree traversalをH行列のadmissibilityの判定に用いることでタスクベース
の並列化を容易に行うことができた。平成29年度には内部カーネルのチューニングと実アプリケーションによる
multigrid法との比較を行った。Batched MAGMAを採用することにより小規模な行列をGPU上で高速に処理するこ
とができた。Multigrid法に対する優位性は行列の条件数に依存し、並列度がますとH行列が優位になることが分
かった。

研究成果の概要（英文）：In FY2016, we extended the FMM to H-matrices and developed a LU 
decomposition code using H-matrices. The dual tree traversal of exaFMM was used to determine the 
block cluster tree for arbitrary admissibility conditions, which allowed tasked based 
parallelization of the compression part of the H-matrix code. In FY2017, we further optimized inner 
kernels of the H-matrix code and compared H-matrices with multigrid for real applications. The use 
of batched MAGMA enabled us to maximize the performance of GPUs even for small matrices. The 
advantage of H-matrices over multigrid depends on the condition number of the matrix, while the 
H-matrix becomes advantageous as the degree of parallelism increases.

研究分野：高性能計算

キーワード： H行列　FMM　GPU　LU分解
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１．研究開始当初の背景
大規模連立一
構造、電磁界、音響などの数値解析に幅
く用いられており、最近では機械学習の分
野でも盛んに用いられている。多くのアプ
リケーションでは計算時間の９割近くが連
立一次方程式の解法に費やされるため、そ
の部分を高速化する効果は大きい反面、大
規模並列計算機上でその高速化を行うこと
は容易ではない。
連立一次方程式の解法
FMM に内在する並列性は高く、並列数が増
えるにしたがって
位になる傾向があるため、次世代の大規模
計算機で広く用いられることが予想される。
最近では
H2行列、
る。国際的には
激に増えており、応用数学の分野で最も注
目されている研究領域の一つである。しか
し、国内からは
んど出ておらず、当該研究領域の国際水準
に大きく遅れをとっている。
 
２．研究の目的
研究期間内には
せた手法を構築し、両手法の長所を兼ね備
えた実装を実現する。連立一次方程式の直
接解法のみならず、反復法の前処理にも適
用する。現在主流の前処理手法である
multigrid
を明らかにする。性能比較は流体解析、電
磁界解析、機械学習の３つの性質の異なる
アプリケーションについて同等の計算条件、
計算機環境の下で行う。また、これを通し
て第３者のアプリケーションコードとの標
準インターフェイスを構築し使いやすさを
評価する。
 
３．研究の方法
平成２８年度には、限られた偏微分方程
式しか解くことのできない現在の
般的な偏微分方程式に適用できる
よる連立一次方程式の解法へと拡張する。
これは
な低ランク近似に置き換えることで行うこ
とができる。この際に
題については
でメモリの消費量を低減する。
の観点から
を保存していることが明らかになることか
ら実現できる工夫である。
平成２９年度には、線形代数カーネルの
チューニングの専門家と協
部カーネルのチューニングを行う。また、
流体解析、電磁界解析、機械学習の各アプ
リケーション
ングを行い、
インターフェイスを構築する。上記の３つ
の性質の異なるアプリケーションについて
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H行列と
行列が優位になるパラメータのレンジを各
アプリケーション
４．研究成果
FMM
研究は着目した。つまり、同じ密行列の階
層的低ランク近似手法でありながら、
は球面調和関数などを
に低ランク近似を行うことで行列を直接生
成することなくその圧縮を行うことができ
るのに対して
を用いることで代数的に低ランク近似を行
い行列を陽的に生成する。
存しないためメモリ消費量を削減できるが、
H行列は行列を保存するため演算量は減る
がメモリ消費量は増加する。
 本研究では、まず
軸上でメモリ消費量と演算量の観点から比
較した。
存する
量と計算時間の観点から厳密に比較するた
めである。
 
 

 

 
 図１に
す。ここ
Laplace
3 次元の
から生成される行列を
ル積を計算したものと、それらの方程式
Green
計算に用いたのは
E5-
ずれも
トを用いて実行した。
トルの大きさを表している。
の方程式についても
ていることが分かる。
の方程式
の方程式
で O(N)
は
admissibility

、Ｚ－１９、ＣＫ－１９

行列とmultigrid
行列が優位になるパラメータのレンジを各
アプリケーション
４．研究成果 
FMM と H行列は表裏一体であることに本
研究は着目した。つまり、同じ密行列の階
層的低ランク近似手法でありながら、
は球面調和関数などを
に低ランク近似を行うことで行列を直接生
成することなくその圧縮を行うことができ
るのに対して H
を用いることで代数的に低ランク近似を行
い行列を陽的に生成する。
存しないためメモリ消費量を削減できるが、
行列は行列を保存するため演算量は減る
がメモリ消費量は増加する。
本研究では、まず
軸上でメモリ消費量と演算量の観点から比
較した。これは行列を保存しない
存する H行列のトレードオフをメモリ消費
量と計算時間の観点から厳密に比較するた
めである。 
 
 

 
図１ FMM と

図１に FMM と
す。ここで比較しているのは
Laplace 方程式、
次元の Helmholtz
から生成される行列を
ル積を計算したものと、それらの方程式
Green関数解を
計算に用いたのは
-2695v2 の 12 
ずれもOpenMPや
トを用いて実行した。
トルの大きさを表している。
の方程式についても
ていることが分かる。
方程式では O(N)
の方程式では HSS
O(N)に漸近しない挙動が見られた。これ
は FMM の優位性というよりは
admissibility

、ＣＫ－１９（共通）

multigrid法の比較を行うことで
行列が優位になるパラメータのレンジを各
アプリケーションごとに示す。

 
行列は表裏一体であることに本

研究は着目した。つまり、同じ密行列の階
層的低ランク近似手法でありながら、
は球面調和関数などを用いることで解析的
に低ランク近似を行うことで行列を直接生
成することなくその圧縮を行うことができ

H行列は randomized SVD
を用いることで代数的に低ランク近似を行
い行列を陽的に生成する。FMM
存しないためメモリ消費量を削減できるが、
行列は行列を保存するため演算量は減る
がメモリ消費量は増加する。
本研究では、まず FMM と
軸上でメモリ消費量と演算量の観点から比
これは行列を保存しない
行列のトレードオフをメモリ消費

量と計算時間の観点から厳密に比較するた

と HSS の計算時間の比較

と HSS の計算時間の比較を示
で比較しているのは
方程式、3 次元の Laplace
Helmholtz 方程式の

から生成される行列を HSS
ル積を計算したものと、それらの方程式
関数解を FMMで計算したものである。

計算に用いたのは Intel Ivy Bridge 
12 core の CPU
や AVXで並列化され

トを用いて実行した。横軸の
トルの大きさを表している。
の方程式についてもO(N)の計算時間を有し
ていることが分かる。一方、

O(N)の挙動を示すが、
HSS のランクが増大すること

に漸近しない挙動が見られた。これ
の優位性というよりは

admissibility を用いている

（共通） 

法の比較を行うことで
行列が優位になるパラメータのレンジを各

に示す。 

行列は表裏一体であることに本
研究は着目した。つまり、同じ密行列の階
層的低ランク近似手法でありながら、FMM

用いることで解析的
に低ランク近似を行うことで行列を直接生
成することなくその圧縮を行うことができ

randomized SVD など
を用いることで代数的に低ランク近似を行

FMM は行列を保
存しないためメモリ消費量を削減できるが、
行列は行列を保存するため演算量は減る
がメモリ消費量は増加する。 

と H行列を同一の
軸上でメモリ消費量と演算量の観点から比
これは行列を保存しない FMM と保
行列のトレードオフをメモリ消費

量と計算時間の観点から厳密に比較するた

の計算時間の比較 

の計算時間の比較を示
で比較しているのは 2 次元の

Laplace 方程式、
の Green 関数解
HSS で行列―ベクト

ル積を計算したものと、それらの方程式
で計算したものである。
Intel Ivy Bridge 
CPU で、計算はい

で並列化され1ソケッ
横軸の N は未知ベク

トルの大きさを表している。FMM はいずれ
の計算時間を有し
一方、HSS は 2 次元
挙動を示すが、3 次元
のランクが増大すること

に漸近しない挙動が見られた。これ
の優位性というよりは weak
を用いている HSS の弱点と

法の比較を行うことでH
行列が優位になるパラメータのレンジを各

行列は表裏一体であることに本
研究は着目した。つまり、同じ密行列の階

FMM
用いることで解析的

に低ランク近似を行うことで行列を直接生
成することなくその圧縮を行うことができ

など
を用いることで代数的に低ランク近似を行

は行列を保
存しないためメモリ消費量を削減できるが、
行列は行列を保存するため演算量は減る

行列を同一の
軸上でメモリ消費量と演算量の観点から比

と保
行列のトレードオフをメモリ消費

量と計算時間の観点から厳密に比較するた

 

の計算時間の比較を示
次元の
方程式、
関数解

で行列―ベクト
ル積を計算したものと、それらの方程式の

で計算したものである。
Intel Ivy Bridge 
で、計算はい
ソケッ
は未知ベク
いずれ

の計算時間を有し
次元
次元

のランクが増大すること
に漸近しない挙動が見られた。これ

weak 
の弱点と



解釈できる。
admissibility
な挙動は見られない。
 

図 2
 
 図
ぞれFMM
量を
admissibility
admissibility
手法である。
動 を 示 し て い る の に 対 し て 、
admissibility
ない。ただし、
では
と HLRA(strong)
の、FMM
とれる。
FMM
費量で済むのは、
しながらも保存するのに対して、
列―ベクトル積の際に要素を生成するため、
マトリックスフリーとなるからである。
でも
化する手法が用いられるが、この場合でも
M2L のセルの相対的な位置関係
ついてのみ保存すれば良いため、
モリ消費量で済む。
行列を球面調和関数ではなく
SVD などで代替しているに過ぎないので、
実質的には
HLRA
と HLRA
同じ値を持っているはずであり、
ず 316
本研究ではこの性質を利用することで
のメモリ消費量を
することができた
本研究で用いている
リッド化は
た。ExaFMM
で公開されており、
分子動力学のシミュレーションなどで広く
使われている。
どあらゆる並列化を用いており、

103
10-2

10-1

100

101

102

103

104

105

M
em

or
y 

us
ag

e 
[M

B
]

解釈できる。H
admissibility を用いる
な挙動は見られない。

2 FMM と HLRA

図 2 には 3 次元の
FMMとHLRAで解いたときのメモリ消費

量を示す。HLRA
admissibility と
admissibility の両方が適用可能な汎用な
手法である。図 1
動 を 示 し て い る の に 対 し て 、
admissibilityの
ない。ただし、strong admissibility
では O(N)の挙動を示している。また、
HLRA(strong)はともに
FMM の方が 2
とれる。 
FMM が HLRA に比べて
費量で済むのは、
しながらも保存するのに対して、
列―ベクトル積の際に要素を生成するため、
マトリックスフリーとなるからである。
でも M2L の変換行列を保存することで高速
化する手法が用いられるが、この場合でも
のセルの相対的な位置関係
ついてのみ保存すれば良いため、
モリ消費量で済む。
行列を球面調和関数ではなく
などで代替しているに過ぎないので、
実質的には FMM の変換行列の並進対称性
HLRA にも当てはまる。この性質を利用する
HLRA の低ランクブロックのほとんどが
同じ値を持っているはずであり、
316 通りの可能性しかないことが分かる。
本研究ではこの性質を利用することで
のメモリ消費量を
することができた
本研究で用いている
リッド化は ExaFMM
ExaFMM は github
公開されており、
分子動力学のシミュレーションなどで広く
使われている。AVX, 
どあらゆる並列化を用いており、

104

HLRA (weak)
HLRA (strong)
FMM

H 行列のような
を用いる手法ではこのよう

な挙動は見られない。 

HLRA のメモリ消費量の比較

次元の Laplace
で解いたときのメモリ消費
HLRA は HSS のような
と H 行列のような
の両方が適用可能な汎用な
1と同様に FMM

動 を 示 し て い る の に 対 し て 、
のHLRAではO(N)
strong admissibility
の挙動を示している。また、
はともに O(N)
2 桁ほど小さいことが見て

に比べて 2桁少ないメモリ消
費量で済むのは、HLRA が行列の要素を圧縮
しながらも保存するのに対して、
列―ベクトル積の際に要素を生成するため、
マトリックスフリーとなるからである。

の変換行列を保存することで高速
化する手法が用いられるが、この場合でも
のセルの相対的な位置関係
ついてのみ保存すれば良いため、
モリ消費量で済む。HLRA は FMM
行列を球面調和関数ではなく
などで代替しているに過ぎないので、

の変換行列の並進対称性
にも当てはまる。この性質を利用する
の低ランクブロックのほとんどが

同じ値を持っているはずであり、
通りの可能性しかないことが分かる。

本研究ではこの性質を利用することで
のメモリ消費量を FMM とほぼ同等まで低減
することができた。 
本研究で用いているFMMと

ExaFMM というコードに実装し
github 上にオープンソース

公開されており、流体解析、電磁場解析、
分子動力学のシミュレーションなどで広く

AVX, OpenMP, CUDA, MPI
どあらゆる並列化を用いており、

105

N

O(N)

HLRA (weak)
HLRA (strong)

のような strong 
手法ではこのよう

のメモリ消費量の比較 

Laplace 方程式をそれ
で解いたときのメモリ消費

のような weak 
のような strong 

の両方が適用可能な汎用な
FMM は O(N)の挙

動 を 示 し て い る の に 対 し て 、 weak 
O(N)になってい

strong admissibilityの HLRA
の挙動を示している。また、FMM

O(N)であるもの
桁ほど小さいことが見て

桁少ないメモリ消
が行列の要素を圧縮

しながらも保存するのに対して、FMM は行
列―ベクトル積の際に要素を生成するため、
マトリックスフリーとなるからである。FMM

の変換行列を保存することで高速
化する手法が用いられるが、この場合でも
のセルの相対的な位置関係 316 通りに
ついてのみ保存すれば良いため、O(1)のメ

FMM の M2L 変換
行列を球面調和関数ではなく randomized 
などで代替しているに過ぎないので、

の変換行列の並進対称性は
にも当てはまる。この性質を利用する
の低ランクブロックのほとんどが

同じ値を持っているはずであり、N によら
通りの可能性しかないことが分かる。

本研究ではこの性質を利用することでHLRA
とほぼ同等まで低減

とHLRAのハイブ
というコードに実装し
オープンソース

流体解析、電磁場解析、
分子動力学のシミュレーションなどで広く

OpenMP, CUDA, MPI な
どあらゆる並列化を用いており、TBB や

5 10

strong 
手法ではこのよう

 

方程式をそれ
で解いたときのメモリ消費

weak 
strong 

の両方が適用可能な汎用な
の挙
weak 

になってい
HLRA
FMM

であるもの
桁ほど小さいことが見て

桁少ないメモリ消
が行列の要素を圧縮

は行
列―ベクトル積の際に要素を生成するため、

FMM
の変換行列を保存することで高速

化する手法が用いられるが、この場合でも
通りに
のメ
変換

randomized 
などで代替しているに過ぎないので、

は
にも当てはまる。この性質を利用する
の低ランクブロックのほとんどが

によら
通りの可能性しかないことが分かる。

HLRA
とほぼ同等まで低減

のハイブ
というコードに実装し
オープンソース

流体解析、電磁場解析、
分子動力学のシミュレーションなどで広く

な
や

Cilk
ンタイムも実験的に実装されている。本研
究では
して用いることができるように
拡張した。
図
Helmholtz
すると疎行列が得られる。これを疎行列の
直接解法を用いて解くことも
復法の前処理に
こともでき、ここでは
Helmholtz
ベクトル積の高速解法として用いることで
反復法の前処理に用いるができることを示
した。この場合、
前処理としては十分な効果が得られること
が分かった。
反復数
計算することが必要になる。ここで示す結

果は、最適な精度で計算された場合の
の結果である。これを踏まえて、
処理に用いた場合と
に用いた場合と元々の疎行列に直接解法を
適用した場合の比較を示す。
 
図
 
 図
と直接法との比較を示す。また、ここでは
それぞれの手法の並列化効率を比較するた
めに横軸はコア数をとって比較
は反復法全体が収束するのにかかった時間
もしくは直接法の計算時間を表す。
ある
BoomerAMG
いる。
たものと同様な
ある。
法に比べて大きくなっており、並列数を増
やしたときの性能向上もあまり見られなか
った。
コア数の少ない時は
速であるが、コア数が増えるにつれて
が優位になることが分かる。
本研究の主な目的であった
方程式の解法として見た場合の

106

Cilk などのタスク並列化、
ンタイムも実験的に実装されている。本研
究では FMM を連立一次方程式の直接解法と
して用いることができるように
拡張した。 
図 1,2 に示されるような
Helmholtz 方程式は偏微分方程式を離散化
すると疎行列が得られる。これを疎行列の
直接解法を用いて解くことも
復法の前処理に
こともでき、ここでは
Helmholtz 方程式の
ベクトル積の高速解法として用いることで
反復法の前処理に用いるができることを示
した。この場合、
前処理としては十分な効果が得られること
が分かった。FMM
反復数が増えるため、最適な精度で
計算することが必要になる。ここで示す結

果は、最適な精度で計算された場合の
の結果である。これを踏まえて、
処理に用いた場合と
に用いた場合と元々の疎行列に直接解法を
適用した場合の比較を示す。

図 3 FMM と multigrid

図 3 にはこのときの
と直接法との比較を示す。また、ここでは
それぞれの手法の並列化効率を比較するた
めに横軸はコア数をとって比較
は反復法全体が収束するのにかかった時間
もしくは直接法の計算時間を表す。
ある MUMPS は直接法、
BoomerAMG が multigrid
いる。ここで解いているのは図
たものと同様な
ある。MUMPS は逐次の計算時間も他の
法に比べて大きくなっており、並列数を増
やしたときの性能向上もあまり見られなか
った。FMM と multigrid
コア数の少ない時は
速であるが、コア数が増えるにつれて
が優位になることが分かる。
本研究の主な目的であった
方程式の解法として見た場合の

などのタスク並列化、
ンタイムも実験的に実装されている。本研

を連立一次方程式の直接解法と
して用いることができるように

に示されるような
方程式は偏微分方程式を離散化

すると疎行列が得られる。これを疎行列の
直接解法を用いて解くことも
復法の前処理に multigrid
こともでき、ここでは FMM

方程式の Green
ベクトル積の高速解法として用いることで
反復法の前処理に用いるができることを示
した。この場合、FMM の精度を落としても
前処理としては十分な効果が得られること

FMM の精度を落としすぎると
が増えるため、最適な精度で

計算することが必要になる。ここで示す結

果は、最適な精度で計算された場合の
の結果である。これを踏まえて、
処理に用いた場合と multigrid
に用いた場合と元々の疎行列に直接解法を
適用した場合の比較を示す。

multigrid 法と直接法の比較

にはこのときの FMM と
と直接法との比較を示す。また、ここでは
それぞれの手法の並列化効率を比較するた
めに横軸はコア数をとって比較
は反復法全体が収束するのにかかった時間
もしくは直接法の計算時間を表す。

は直接法、ExaFMM
multigrid 法の結果を示して

ここで解いているのは図
たものと同様な 3 次元の Laplace

は逐次の計算時間も他の
法に比べて大きくなっており、並列数を増
やしたときの性能向上もあまり見られなか

multigrid 法を比較すると、
コア数の少ない時は multigrid
速であるが、コア数が増えるにつれて
が優位になることが分かる。
本研究の主な目的であった
方程式の解法として見た場合の

などのタスク並列化、QUARK などのラ
ンタイムも実験的に実装されている。本研

を連立一次方程式の直接解法と
して用いることができるように ExaFMM

に示されるような Laplace, 
方程式は偏微分方程式を離散化

すると疎行列が得られる。これを疎行列の
直接解法を用いて解くこともできれば、反

multigrid 法を用いて解く
FMM を Laplace, 

Green 関数解の行列―
ベクトル積の高速解法として用いることで
反復法の前処理に用いるができることを示

の精度を落としても
前処理としては十分な効果が得られること

の精度を落としすぎると
が増えるため、最適な精度で FMM

計算することが必要になる。ここで示す結

果は、最適な精度で計算された場合の
の結果である。これを踏まえて、FMM を前

multigrid 法を前処理
に用いた場合と元々の疎行列に直接解法を
適用した場合の比較を示す。 

法と直接法の比較

と multigrid
と直接法との比較を示す。また、ここでは
それぞれの手法の並列化効率を比較するた
めに横軸はコア数をとって比較した。縦軸
は反復法全体が収束するのにかかった時間
もしくは直接法の計算時間を表す。凡例に

ExaFMM は FMM
法の結果を示して

ここで解いているのは図 1,2 にあっ
Laplace 方程式で

は逐次の計算時間も他の 2
法に比べて大きくなっており、並列数を増
やしたときの性能向上もあまり見られなか

法を比較すると、
multigrid 法の方が高

速であるが、コア数が増えるにつれて
が優位になることが分かる。これにより、
本研究の主な目的であった FMM を連立一次
方程式の解法として見た場合の multigrid

などのラ
ンタイムも実験的に実装されている。本研

を連立一次方程式の直接解法と
ExaFMM を

Laplace, 
方程式は偏微分方程式を離散化

すると疎行列が得られる。これを疎行列の
できれば、反
法を用いて解く
Laplace, 

関数解の行列―
ベクトル積の高速解法として用いることで
反復法の前処理に用いるができることを示

の精度を落としても
前処理としては十分な効果が得られること

の精度を落としすぎると
FMM を

計算することが必要になる。ここで示す結

果は、最適な精度で計算された場合の FMM
を前

法を前処理
に用いた場合と元々の疎行列に直接解法を

法と直接法の比較 

multigrid 法
と直接法との比較を示す。また、ここでは
それぞれの手法の並列化効率を比較するた

縦軸
は反復法全体が収束するのにかかった時間

凡例に
FMM、

法の結果を示して
にあっ
方程式で
2 手

法に比べて大きくなっており、並列数を増
やしたときの性能向上もあまり見られなか

法を比較すると、
法の方が高

速であるが、コア数が増えるにつれて FMM
これにより、
を連立一次
multigrid



法との直接比較を通して定量的な優位性を
検証することができた。 
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