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研究成果の概要（和文）：粉体の複雑な振舞いを微視的に理解するため，分子動力学法を用いて，せん断変形下
で降伏する粉体の非ファイン速度の統計的性質を調べた．特に、非アフィン速度の集団的な振舞いや渦構造が観
測される降伏状態において、強い空間相関が現れる事が解り，エネルギースペクトルが波数に対してべき減衰を
示し，ストレスの強い非線形性の裏にはミクロな乱流構造が潜んでいることを見出した．高密状態における強い
空間相関のため，従来の運動論は成立せず，分子動力学法によって高密度粉体のミクロな運動を直接調べること
で，降伏応力の発生と微視的構造の関係解明によって、非アフィン速度の乱流的な振る舞いとレオロジー特性が
どう関わるか解明した．

研究成果の概要（英文）：Granular materials are ubiquitous in nature and the rheology of granular 
materials has a great importance in industry. In this research, we investigate complex dynamics of 
granular materials by molecular dynamics (MD) simulations. Applying simple shear deformations to the
 system, we study collective motions and turbulent-like vortex structures of non-affine velocities 
of granular materials. The complex dynamics of non-affine velocities are directly related to strong 
spatial correlations. We find that the spatial correlations are significant if the density of 
granular materials is high and the system is yielding under simple shear deformations. We also 
reveal the strong connection between the complex dynamics of non-affine velocities and the rheology 
of dense granular maetrials.

研究分野：非平衡統計力学

キーワード： 粘弾性　乱流　分子動力学法　レオロジー
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
 粉体は工学や地学など多くの分野で対象
とされ，産業での需要も高く，その集団とし
てのダイナミクスはガラスやサスペンショ
ンなどと共に、現在の非平衡統計力学の重要
なテーマである．特に，非弾性相互作用によ
るエネルギー散逸や表面に働く摩擦など，粉
体固有の性質はマクロな輸送現象や力学特
性の予測を困難にしている．例えば，粉体の
レオロジーは密度に強く依存し，ある密度以
上では，粉体同士の接触力がマクロな力学応
答を支配し，ストレスが強い非線形性を示す
降伏状態に陥る（ジャミング転移）．また，
粉体の降伏現象は亀裂や破壊を伴うもので
はなく，離散的な粉体が非アフィン的に再配
置する事が主な原因である． 
 この様な粉体の複雑な振舞いを微視的に
理解するために，最近，申請者らは分子動力
学法による数値計算を用いて，せん断変形下
で降伏する粉体の非ファイン速度（平均流周
りの速度ゆらぎ）の統計的性質を調べた．そ
こで，非アフィン速度の集団的な振舞いや渦
構造が観測され，降伏状態において強い空間
相関を示している事が解った．さらに，エネ
ルギースペクトル（非アフィン速度のスペク
トル関数）が波数に対してべき減衰を示し，
ストレスの強い非線形性の裏にはミクロな
乱流構造が潜んでいることを見出した． 
 
２．研究の目的 
 
 粉体の密度が高く，外場によって流れる場
合は，粉体間の接触力が系全体の力学特性に
大きく寄与し，粉体気体とは異なるレオロジ
ー特性を示す．例えば，剪断変形に対する系
の応答を見ると，ある臨界密度以下では，応
力は剪断率の二乗に比例するバグノルド則
に従うのに対し，臨界密度以上では応力がほ
ぼ一定に留まる．これは剪断率を限りなく小
さくする極限でも応力が有限であることを
意味し，降伏応力が発生して固体的に振る舞
うジャミング転移としても知られている．こ
の様な高密状態では粉体同士が強く相関す
るため，従来の運動論は成立せず，現在でも
微視的理論の確立に向けた研究が行われて
いる．一方，分子動力学法によって高密度粉
体のミクロな運動を直接調べることもでき，
降伏応力の発生と微視的構造の関係解明は
重要なテーマである．特に，剪断流の場合に
限ると，各々の粉体の速度から平均流を差し
引いた「非アフィン速度」が非常に複雑な空
間構造を持つことが普遍的に知られ，Radjai
らは初めてエネルギースペクトルを用いて
その乱流的な性格を調べた．そこで申請者は，
非アフィン速度の乱流的な振る舞いとレオ
ロジー特性がどう関わるか調べた． 
 
３．研究の方法 
 

 分子動力学法で高密度粉体の単純剪断流
を再現する．ここで，結晶化を避けるため，
粒径の異なる二種類の粉体を準備し，粉体間
の法線・接線方向の接触力を，線形バネと相
対速度に比例する粘性力でモデルする．さら
に，クーロン摩擦も導入し，法線方向の跳ね
返り係数と接線方向の摩擦係数をそれぞれ
0.7と 0.5に設定する．系に剪断を加えると，
応力は最初単調に増加するが，歪みが１を超
える辺りで降伏し，定常状態に達する．この
時，剪断によってエネルギーが注入され，内
部では非弾性相互作用によるエネルギー散
逸が生じており，これらエネルギー収支がバ
ランスした非平衡定常状態であることが重
要である． 
 
４．研究成果 
 
高密度粉体レオロジーと乱流化 
 
 図１は分子動力学法で計算した高密度粉
体の非アフィン速度（矢印）の空間分布であ
る．ここに見られる非アフィン速度の協同的
な振る舞いと渦構造は，レオロジーを決定す
るパラメータに強く依存し，特に降伏応力を
伴う高密度粉体で顕著に現れる．そこで，複
雑な空間構造を定量化するため非アフィン
速度を「流れ場」と見なし，流れの統計則が
パラメータの値に応じてどう変化するか調
べる．まず，非アフィン速度の空間相関関数
を計算すると，被覆率を増やす或は剪断率を
減らすと共に，関数の減衰が緩やかになるこ
とが解る．つまり，高密度粉体の遅い流れに
おいて非アフィン速度は最も協同的で，粉体
の運動が強く相関する．さらに，エネルギー
スペクトルを調べると，粉体が強く相関する
高密度・低剪断率領域においてのみ冪減衰が
観測され（図２(a)），非アフィン速度の乱流
的な空間構造が示唆される． 

 
 
 
 
 
 
 

 

図１：粒子数 8192 個の分子動力学法によ
る粉体の非アフィン速度の空間分布．上下
の水平矢印方向に剪断を加えており，グレ
ースケールは 0～1 にスケールされた非ア
フィン速度の大きさを表す． 



エネルギーカスケード 
 
 高密度粉体のエネルギースペクトルの冪
減衰は，剪断によるエネルギー注入と非弾性
相互作用によるエネルギー散逸の間のカス
ケードを意味する．これらのエネルギー収支
を考え，スケーリングによりスペクトルの冪
を説明することもできるかもしれないが，そ
れは次のエンストロフィーカスケードに譲
るとし，ここでは現象論的な構成則を用いた
解析計算によってスペクトルの振る舞いを
説明する．まず，スペクトルの冪減衰が観測
される高密度領域では，粉体の個々の運動量
に加え，粉体同士の接触力が応力に寄与する．
これを踏まえ，Savageは高密度粉体の遅い流
れに対する構成則を提案し，応力をバグノル
ド則に従う運動パートと剪断率に非依存な
接触パートに分解した．Savageの構成則を採
用し，高密度粉体の流体力学方程式を考える
のだが，ここで流れ場をアフィン的な平均流
と非アフィン速度に対応するゆらぎに分解
する．さらに，密度場と温度場（本来の温度
ではなく，運動エネルギーで定義される粉体
温度）についても一様状態からのゆらぎを考
え，流体力学方程式をゆらぎに対して線形化
する．線形化した流体力学方程式にフーリエ
変換を適用すると固有値問題に帰着するが，
遅い流れに注目するため，剪断率を微小パラ
メータとした摂動計算を行う．最終的に，剪
断率の 1 次までで求めた固有ベクトル（流体
力学モード）の速度成分の 2 乗により，エネ
ルギースペクトルの解析的な表式が得られ
る．解析的な表式には構成則のフィッティン
グパラメータなどが含まれるものの，それら
を別途分子動力学法の結果から求めると，高
密度・低剪断率領域におけるスペクトルの振
る舞いをよく説明するのが解る（図２(a)）． 
 
エンストロフィー 
 
 次に，非アフィン速度の渦構造を解析する
ため，Zhang らの粗視化法を用いて渦度を計
算する．降伏する高密度粉体の渦度を可視化
すると，非アフィン速度が形成する大小様々
な渦構造を反映して空間的に不均一な分布
が得られる．また，通常の乱流同様，渦度の
分布関数は非ガウス的であり，分布の裾は高
密度領域の遅い流れにおいて最も広くなる．
この様な渦構造を定量化するため，粗視化法
による渦度をフーリエ変換して渦度スペク
トルを計算する．ここでもコントロールパラ
メータに対する依存性を調べるが，エネルギ
ースペクトル同様，やはり高密度・低剪断率
領域においてのみ渦度スペクトルの冪減衰
が観測される（図２(b)）．いわば，高密度粉
体のエンストロフィーカスケードであるが，
ここでは大きな渦のエネルギーが追随する
小さな渦にカスケードするという乱流描像
との接点を考察したい．そこで，簡単なスケ
ーリングから渦度スペクトルの冪減衰を説

明する．まず，粉体の定常的な流れは剪断変
形によって維持されるため，剪断によるエネ
ルギー注入率をεとする．また，注入された
エネルギーは粉体間の粘性力によって散逸
されるため，散逸の度合を表す粘性係数をη
として導入する．これらのパラメータを用い
て渦度スペクトルを表現すると，冪減衰の指
数αが導入される．ところで，剪断によりシ
ステムサイズのスケールでエネルギーが注
入される一方，エネルギー散逸は粉体間の非
弾性相互作用によって粒子スケールで行わ
れるため，その間のスケールはエネルギーの
流入と散逸の無い慣性領域となる．実際，渦
度スペクトルが冪減衰を示すメソスケール
では，非アフィン速度が協同的に振る舞い
（図１），粉体間の相対速度も小さく，エネ
ルギー散逸も弱いと考えられる．従って，メ
ソスケールにおける渦度スペクトルの表現
は散逸パラメータηに非依存であることを
要求すれば，冪減衰の指数α=2/3が得られる．
これは 2次元乱流のエンストロフィーカスケ
ードのスケーリング手法を拝借したものだ
が，高密度粉体の冪減衰をよく説明している
（図２(b)の実線）．但し，２次元乱流とは冪
指数が異なり，波数の大きい領域でスケーリ
ングから外れる点に注意する．さらに，マク
ロな剪断応力σに高密度粉体の構成則を適
用すれば，エネルギー注入率εを通じて渦度
スペクトルの剪断率依存性が予想され，分子
動力学法の結果を見事に説明する（図２(b)）． 
 
異方性 
 
 最後に，非アフィン速度のシステムサイズ
依存性を紹介する．粒子数が４倍（約３万粒
子）の比較的大きな系の分子動力学法による
と，高密度領域の遅い流れにおいて，非アフ
ィン速度の協同的な運動の向きが水平およ
び垂直方向に揃う場所があり，大きな系では
異方性が顕著に現れるのが解る但し，異方性
は剪断によるもので，小さな系でも異方性は
存在する．また，非アフィン速度は平均流周
りのゆらぎであるため，集団的な異方性は剪
断によるシアバンド形成と直接関わってい
る．従って，エネルギースペクトルも波数に
対して異方的であり，高密度・低剪断率領域
において特徴的な四重極パターンが観測さ
れる（図２(c)）．エネルギースペクトルの異
方性を説明するためには，先述の流体力学モ
ードを波数ベクトルの関数に拡張すればよ
い．流体力学方程式を密度場・速度場・温度
場のゆらぎに対して線形化し，摂動計算によ
り流体力学モードを剪断率の１次までで求
める．ここで，全部で４つ得られる流体力学
モードのうち，緩和時間が短いものは速く減
衰するため，緩和時間が一番長いモードの速
度成分の２乗をエネルギースペクトルの解
析的な表式とする．図２(d)は解析的に求め
たエネルギースペクトルであり，高密度・低
剪断率領域で観測された四重極パターンを



再現しているのが解る．特に，長波長側（図
の中心付近）で分子動力学法と定性的に一致
するのは，解析計算が高密度粉体の連続体モ
デルを出発点にしたからである．また，四重
極パターンを再現する流体力学モードの緩
和時間は，圧縮率βに比例する．これは粉体
気体の密度不安定を引き起こす固有値に対
応しているが，粉体気体の剪断流では負の圧
縮率によって一様状態が不安定化し，密度場
に不均一性が生じることが線形安定性解析
の結果から解る．但し，高密度粉体の一様状
態は常に線形安定であるため，密度に不均一
性が生じないことにも注意する． 
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