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研究成果の概要（和文）：トロピカル多様体の余接束の格子商の中に特殊ラグランジュ部分多様体を構成する方
法を考案した．また，そのフーリエ向井変換はミラーの中の複素部分多様体上にサポートを持つ変形エルミー
ト・ヤン・ミルズ接続になるということを証明した．これに関してまとめた論文はMath. Z.から出版が確定し
た．
ピンチング条件を満たす自己縮小解の第二基本形式がある点でゼロになるならば，それは平面になるということ
を証明した．応用として，ユークリッド空間内のコンパクト余次元１平均曲率流が初期時刻でピンチング条件を
満たすと仮定すると，一般I型特異点は全て特殊I型特異点であるということが証明できる．証明はRIMS講究録に
まとめた．

研究成果の概要（英文）：I proposed a method to construct a special Lagrange submanifold in the 
lattice quotient of the tangential bundle of a tropical manifold. I also proved that the 
Fourier-Mukai transform of this special Lagrange submanifold is a deformed Hermitian Yang Mills 
connection with support on a complex submanifold in the mirror. A paper on these results will be 
published in Math. Z. 
I proved that if the second fundamental form of a self-shrinker satisfying the pinching condition 
takes zero at some point, then it becomes a plane. As an application, if a codimension 1 mean 
curvature flow with initial pinching condition in Euclidean space develops finite time 
singularities, then all general type I singularities are actually special type I singularities. The 
proof is summarized in the RIMS Kokyuroku.

研究分野： Differential Geometry

キーワード： mean curvature flow　Lagrangian　special Lagrangian　Ricci flow　mirror symmetry　dHYM connec
tion
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様	 式	 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通）	

１．研究開始当初の背景 
	 特殊ラグランジュ部分多様体を獲得する方
法としてラグランジュ平均曲率流が近年注目
されている．特殊ラグランジュ部分多様体と
はカラビヤウ多様体の中の極小なラグランジ
ュ部分多様体のことである．特殊ラグランジ
ュ部分多様体の大域的な具体例を構成するこ
とは難しい問題である．しかし（特殊とは限
らない）ラグランジュ部分多様体を平均曲率
流に沿って変形し，もしそのフローが長時間
解と時間極限を持てば，それは特殊ラグラン
ジュ部分多様体になる．	
	 R.P.	 Thomas と S.-T.	 Yau の論文では特殊
ラグランジュ部分多様体に収束するラグラン
ジュ部分多様体は何らかの意味で「安定」な
ものに限るということが予想として提唱され
た．この予想「Thomas-Yau予想」は数学的命
題として厳密ではなく，示唆的な主張であっ
た．しかし，近年 D.	Joyce によりほぼ明文化
された．Thomas-Yau 予想の真偽を確かめるた
めの根本的な問題は多くある． 
 
２．研究の目的 
（１）ラグランジュ平均曲率流の具体例の構
成：現状では，ラグランジュ平均曲率流の具
体例はまだまだ少ない．その結果，ラグラン
ジュ平均曲率流の動き方に関する正しい「直
観」を養うことが難しい．また，具体例が少な
いため，Thomas-Yau 予想の真偽を確認するこ
ともほぼ不可能である．特に特異点形成と位
相変化を起こすラグランジュ平均曲率流の具
体例は非常に少ない．	 	
	 具体的には，外の空間がトロピカル多様体
の接束および余接束の格子商によって構成さ
れるカラビヤウ多様体の場合に具体例の構成
に挑戦する．この空間の中で当該研究者の論
文（Yamamoto,	Tohoku	Math.	J.）と同様の方
法でラグランジュ平均曲率流の具体例を構成
することができるか？また、構成できた場合
は、どのような特異点を形成するのか？位相
変化は起きるか？を明らかにする． 
 
（２）リッチフローにおいて発達している技
術の平均曲率流への還元：現状では，一般の
リーマン多様体の中を動く一般余次元の平均
曲率流の解析の道具は不十分である．平均曲
率流は「ユークリッド空間」の中を「余次元
１」の部分多様体が動いている状況ならば，
純粋に解析学の範疇で非常に多くの結果が証
明できる．しかし「一般のリーマン多様体」の
中を「一般余次元」の部分多様体が動いてい
る状況では使える結果が激減する．	
	 ラグランジュ平均曲率流は2𝑛次元のリーマ
ン多様体の中を𝑛次元の部分多様体が動いて
いる状況であるから当然この問題に直面する．
当該研究者は，ラグランジュ平均曲率流の研
究で必要になる技術は解析学の既存の結果か
ら借りてくるのではなく，リッチフローの研
究を参考に自ら開発する必要があると考えて
いる．具体的にはリッチフローの場合に成立

する性質で，平均曲率流に対しては未だに知
られていない以下の問題に取り組む．	
① self-shrinker は rigid か？（すなわち 1
点で平均曲率が消える self-shrinker は
平面に限るか？）．	

② 一般 I 型特異点は全て特殊 I 型特異点
か？	

③ 平均曲率流に対しても G.	 Perelman の
pseudo	locality	theoremは成り立つか？	

 
３．研究の方法 
（１）ラグランジュ平均曲率流の具体例の構
成：トロピカル多様体とは多様体であって局
所座標の変換関数が必ず「整数係数」の正則
行列の作用とユークリッド空間の平行移動と
いう形で書ける特殊な多様体である．このよ
うな多様体の例は，非コンパクト（例えば局
所座標で覆えない特異集合が存在するような）
ならば無限個存在する．このような例を「特
異トロピカル多様体」と呼ぶ．	
	 特異トロピカル多様体はミラー対称性のト
イモデルとして利用される．トロピカル多様
体Bとその上の多価値凸関数が存在すると，B
の接束TBの部分格子束Λによる商𝑋(𝐵):=
𝑇𝐵/Λにカラビヤウ構造が入る．同様のことを
余接束に行ったものを𝑌(𝐵)と書くことにする．
すると𝑌(𝐵)にもカラビヤウ構造が入り，𝑋(𝐵)
と𝑌(𝐵)は互いにミラー多様体になる．またど
ちらも𝐵上のトーラスファイバー束の全空間
になっている．	
	 すると𝑋(𝐵)やをトーリック多様体の類似物
のように見ることができ，𝐵はトーリック多様
体の場合のモーメントポリトープに相当する
ものだと思うことができる．このように見る
ことで，当該研究者がトーリック多様体の中
で構成したラグランジュ平均曲率流の具体例
（Yamamoto,	Tohoku	Math.	J.）を𝑌(𝐵)の中で
も同様に構成することが可能なのではないか
と考えている．	
	 	
（２）①	平均曲率流の self-shrinker は
rigid か？：リッチフローにおいても self-
shrinker という概念がある．そしてリッチフ
ローの場合は「スカラー曲率が１点でゼロに
なる self-shrinker はユークリッド空間しか
ない」ということが証明されている．これを
（リッチフローの場合の）「self-shrinker の
rigidity」と呼ぶ．この定理と他の定理を合
わせることで（リッチフローの場合は）「一般
I 型特異点は全て特殊 I 型特異点である」と
いうことが証明できる．	
	 一方で平均曲率流にも self-shrinker と呼
ばれる対象があるが，これに関しては
rigidity，すなわち「一点で平均曲率が消え
る self-shrinker は平面に限るか？」という
ことは分かっていない．リッチフローの結果
を参考にして，この問に（場合によっては条
件を加え）肯定的な回答を与える．	
	
（２）②	一般 I型特異点は全て特殊 I型特異



点か？：上で述べた通りこの命題はリッチフ
ローの場合は既に証明されている．さらに，
平均曲率流の場合もユークリッド空間内を余
次元１の部分多様体が動いている場合は A.	
Stoneによって肯定的に証明されている．従っ
て証明する意味があるのは「一般のリーマン
多様体の中を一般余次元の部分多様体が動い
ている場合」である．リッチフローの場合と
Stoneの方法を参考にすると，証明の大まかな
流れは以下である．一般 I 型特異点の中に特
殊 I 型特異点でないものがあったとすると，
その特異点の近傍を無限大に拡大することで
「一点で平均曲率がゼロになる self-
shrinker」が得られる．ここで（２）①	の
「self-shrinker の rigidity」と「あと何か
条件１つ」を使って「矛盾」を導く．従ってこ
の研究の鍵は矛盾を引き起こすための「条件」
を見つけることである．	
	
	（２）③	曲率流に対しても G.	 Perelman の
pseudo	 locality	 theorem は成り立つか？：
ユークリッド空間内の平均曲率流に対しては
Le-Sesum が一般余次元の場合に（２）②	に対
して証明を与えている．その証明の鍵はChen-
Yin の「pseudo	 locality	 theorem」である．
pseudo	 locality	 theorem とはある種のアプ
リオリ評価である．Chen-Yin の pseudo	
locality	theorem はユークリッド空間内の平
均曲率流に対してしか適用できない．従って，
Chen-Yin の pseudo	locality	theorem を一般
のリーマン多様体の中を動く平均曲率流に対
して拡張することができれば，（２）①	が証
明できなくても，Le-Sesumのアプローチで（２）
②	が証明できる可能性がある．Chen-Yinの結
果は Huisken によるユークリッド空間内の平
均曲率流に対する単調性公式に基づいている．
従ってまずは Huisken の単調性公式を一般の
リーマン多様体の中を動く平均曲率流に拡張
することから始める．	
	
４．研究成果	
（１）ラグランジュ平均曲率流の具体例の構
成：目標は要約すると以下を明らかにするこ
とであった．①	𝑋(𝐵)と𝑌(𝐵)をトロピカル多
様体𝐵の接束と余接束の格子商とする．このと
き当該研究者(Yamamoto,	Tohoku	Math.	J.)が
ーリック多様体の中にラグランジュ平均曲率
流を構成したのと同様の方法で，	𝑌(𝐵)の中に
ラグランジュ平均曲率流を構成することがで
きるか？②また，構成できた場合,	そのミラ
ーである	𝑋(𝐵)の中にはどのようなフローが
できるか？	
	 これに関して結論は以下である.	目標①に
関して，同様の方法は𝑌(𝐵)の中でも機能する
ことが分かった．しかし，その方法で𝑌(𝐵)の
中に構成されるラグランジュ部分多様体は全
て特殊ラグランジュ部分多様体になるという
ことが分かった．従って，平均曲率流で動か
ない解が得られたことになる．これはトーリ
ック多様体とトロピカル多様体𝑌(𝐵)は似てい

るが厳密には違う，ということの現れである．	
	 さらに，上記で得られた𝑌(𝐵)内の特殊ラグ
ランジュ部分多様体内のミラー対応物は何
か？ということについて研究を行った．東京
大学（現清華大学）の二木昭人氏の紹介によ
り Leung-Yau-Zaslowの仕事を知った．彼らは
𝑌(𝐵)の中の特殊ラグランジュ部分多様体𝐿が
トーラス束の切断のグラフで書けている場合，
𝐿を Fourier-Mukai 変換すると𝑋(𝐵)上の
deformed	Hermitian	Yang	Mills 接続になる
ということを証明した．これは上記の目標②
と関係が深い．そこで，この論文を詳しく精
査することで，特殊ラグランジュ部分多様体
が「切断のグラフになっている」という仮定
を弱めることができた．切断という条件を外
した状態で得られるものは𝑋(𝐵)の中の複素部
分多様体とその上の deformed	 Hermitian	
Yang	Mills 接続になる．この結果に関してま
とめた論文は Math.	Z.から出版が確定してい
る．	
	
（２）①	平均曲率流の self-shrinker は
rigid か？：これには Pigola-Rimoldi-Setti
による縮小勾配リッチソリトンの rigidity
の結果のアナロジーが機能した．結論として，
（全ての自己縮小解ではないが）ピンチング
条件を満たす平均曲率流の自己縮小解の
rigidity を証明することができた．ここでピ
ンチング条件とは，第二基本形式のノルムが
平均曲率ベクトルのノルムの正定数倍で上か
ら押さえられるという意味である．証明は平
均曲率ベクトルのノルムの２乗が満たす楕円
型の偏微分不等式に最大値原理を適用する．
結論として，ピンチング条件を満たす自己縮
小解の第二基本形式が１点以上でゼロになる
ならば，それは平面になるということが証明
できる．この結果に関しては京都大学で行わ
れた研究集会「部分多様体論の潮流」で発表
し，証明は RIMS 講究録にまとめた．	
	
（２）②	一般 I型特異点は全て特殊 I型特異
点か？：これに関しては(２)①	で述べた結果
が応用できる．まず，以下が知られている．外
の空間がユークリッド空間で，平均曲率流で
動いている部分多様体の余次元が 1 ならば，
初期条件に課したピンチング条件はその後の
時間でも保たれる．証明は放物型の最大値原
理である．この事実と(２)①	で述べた結果に
加えて，リッチフローの場合の Enders-
Muller-Toppingの議論を合わせると次のこと
が証明できる．コンパクトな余次元１の部分
多様体がユークリッド空間内を平均曲率流に
従って動いているとする．初期時刻でピンチ
ング条件を満たし，フローは有限時刻で I 型
特異点を形成するとする．この時，一般 I 型
特異点は全て特殊 I型特異点である．これは，
当初から考えていた問いに対する，条件付き
での，肯定的な回答である．今のところ，この
結果が一般の余次元でも正しいかは分かって
いない．この結果はリッチフローの結果を平



均曲率流に移植することができた例である．
この結果に関しても上記と同じ京都大学で行
われた研究集会「部分多様体論の潮流」で発
表し，証明は RIMS 講究録にまとめた．	
	
（２）③	曲率流に対しても G.	 Perelman の
pseudo	 locality	 theorem は成り立つか？：
リッチフローに対する Perelman の pseudo	
locality	theorem では，単調量の局所化が本
質的な役割を果たす．その時に使うのが，多
様体上の固定した点からの距離関数である．
リッチフローの場合はリーマン計量が時間と
共に動いているので，この距離関数は時間と
空間の両方の関数である．そこで，この距離
関数に熱作用素を作用させる．すると，
Perelman の巧みなテクニックにより，熱作用
素を作用させた後の関数の固定点から離れた
場所での値を下から評価することができる．
この補題を「距離関数に熱作用素を作用させ
た関数の遠いところでの評価」と呼ぶことに
する．これがあるお陰で，pseudo	 locality	
theorem の背理法による証明が最後まで機能
する．	
	 従って，平均曲率流の pseudo	 locality	
theorem を出すためには，この「距離関数に熱
作用素を作用させた関数の遠いところでの評
価」を出さなければならない．部分多様体に
導入できる自然な（擬）距離は２つある．一つ
は誘導距離．もう一つは外の空間の距離関数
の制限である．平均曲率流に沿って部分多様
体が動いている場合，どちらも時空の関数で
ある．この２つの可能性に対して，Perelman
と同様の証明が機能するか？を調べた．まず
誘導距離を使った場合．この場合は「距離関
数に熱作用素を作用させた関数の遠いところ
での評価」は出ない（厳密には少なくとも
Perelman と同様の証明は機能しない）という
ことが分かった．次に外の空間の距離関数の
制限の場合．この場合は，距離関数に熱作用
素を作用させた関数の遠いところでの評価」
は出る．しかし，別の問題が発生する．それ
は，この関数を使ってカットオフ関数を構成
し，Huisken の単調性公式を局所化すると，本
当に注目したい点の周り以外の場所の情報も
残ってしまうという現象である．これは外の
空間の距離関数の制限を使ったデメリットで
ある．この不具合を抱えたまま証明を前進さ
せることは可能だが，今度は Point	 Picking	
Lemma と組み合わせた時に手詰まりとなる．	
	 従って，結論としては，現状では Perelman
と同様にして平均曲率流に対する pseudo	
locality	theorem を出すことはできなかった．
以上のような困難があるということが分かっ
ただけでも成果と言えるかもしれないが，今
後のより深い研究が必要である．	
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