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研究成果の概要（和文）：(1)数値解析：様々な波動方程式に対して爆発境界の近似を提案し，非線形波動方程
式系や消散型波動方程式の爆発境界のシミュレーションし，滑らかな爆発境界や特異性を持つ爆発境界が存在す
ることを数値的に確認した．
(2)数学解析：ある未知関数の導関数を含む非線形波動方程式系の初期値が十分滑らかで大きいとき，爆発境界
が連続微分可能になることを示した．また，ある未知関数の導関数を含む非線形波動方程式に対し，ある初期条
件のもとで波動方程式の解がある常微分方程式の解に収束するとき，爆発境界も常微分方程式の爆発時間に収束
することを示した．

研究成果の概要（英文）：(1) Numerical Analysis : We considered some numerical schemes for the 
blow-up curve of some nonlinear wave equations. By using them, we numerically confirmed the 
regularities and singularities of the blow-up curve for some nonlinear wave equations. (2) 
Mathematical Analysis : We showed that the blow-up curve for a system of the nonlinear wave 
equations becomes smooth if the initial value is large and smooth enough. Moreover, we showed that 
the blow-up curve converges to the blow-up time of an ordinary differential equation if the solution
 of the wave equation converges to the solution of the ordinary differential equation.
. 

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 波動方程式　爆発現象　数値シミュレーション

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では，非線形波動方程式の爆発境界の解析という問題に対して，関数解析的手法と数値解析的手法の両方
の側面からアプローチすることに意義があると言える．放物型方程式ではこのような研究は珍しくないが，双曲
型方程式の場合，数値解析自体があまり進んでいないため，このようなアプローチはほとんど存在しなかった．
単純な波動方程式でもその爆発境界は様々なものが存在し得る．また，離散問題の解析自体がもとの方程式の解
析に役立つことも期待される．このアプローチにより，双曲型方程式においても数値解析を取り入れた研究が活
性化し，爆発問題のみならず双曲型方程式の数学解析全体に大きく貢献することが期待される．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
1. 研究開始当初の背景 

非線形発展方程式における研究課題の一つに解の爆発がある．解が爆発(ある時刻で，方程式の

解の適当なノルムが発散する)場合，「どのような場合に解が爆発するのか」，「爆発するとき，

解はどのようにふるまうのか」，「いつ，どこで爆発するのか」などの観点から問題が提起され

ており，多くの発展方程式においてこの問題は重要な課題である．しかしながら，解の爆発現象

の数学的な解析は非常に難しい場合が多く，未解決な問題が多く残されている．その一つが非線

形波動方程式の爆発境界である． を空間変数， を時間変数とし，非線形波動方程式 

− = ( , , ), ∈ ℝ, ≥ 0 

を考える．このとき，爆発境界とは次で定義されるΓのことである． 

 =  , ( )  | ∈ ℝ . 

ただし， ( )  =  sup t ∈ 0, ∞ | | ( , )| <  ∞ である．波動方程式の解がいつどこで爆発する

のか，さらに， がどのような関数になるのか(微分可能か，特異性を持つのかなど)が解決すべ
き課題である． = | | ( > 1)である場合に，初期値を十分滑らかに，かつ大きく取ると が

surface になることが示されていた．他にも何人かの研究者により，爆発境界の研究がなされ
ているが，非線形項 に未知関数の導関数が入った波動方程式に適用することはできなかった．
したがって，爆発境界の微分可能性などの性質が，非線形項にある程度依存せずに成り立つ一般
的なものなのか， = | | の場合に限った，特殊な性質なのかは分かっていなかった． 
 次に，解の爆発における数値解析の研究背景について述べる．爆発境界は前述の通り，複雑な

問題である場合が多いが，数値シミュレーションを用いれば容易にその観察をすることができ

る．しかし，解のノルムが無限大に発散する現象は，有限の計算しかできないコンピュータでは

非常に扱いづらい問題である．したがって，数値シミュレーションする際には，シミュレーショ

ン結果が爆発を再現していることが数学的に保証されている手法を用いることが非常に大切で

ある． = | | である波動方程式に対しては，爆発境界の近似の提案されており，その収束性も

示されている．  

 
2. 研究の目的 

 = ( ) − ( ) である場合に， = | | の場合では示されなかった， が一点になる例や，

surface になる場合があることが示されている．このように，非線形項 に微分が入ると，一
般には単純な波動方程式でも様々な爆発境界を持つ可能性があるため，一般的な枠組みで爆発
境界を解析することは難しい．本研究では，様々な波動方程式( に未知関数の導関数を含む波
動方程式，伝播速度が異なる波動方程式系など)の爆発境界 の微分可能性や特異性などに着目

し，これらを数値的・数学的に解析し，爆発境界の性質を統一的に扱う一貫した理論を構築する

ことを目的とする． 
 
3. 研究の方法 

非線形波動方程式の爆発境界の問題は，まだ多くの波動方程式においては明らかではない．

に未知関数の導関数を含む波動方程式，伝播速度が異なる波動方程式系や多次元の波動方程式，

また消散型波動方程式などの爆発境界の形状の解明は重要な課題である．本研究ではこれらの

波動方程式の爆発境界を対象に，①数値シミュレーションをし，またその結果をもとに，②爆発

境界の微分可能性や特異性などの数学解析を行う．その成果をもとに，様々な波動方程式の爆発



境界の性質を統一的に扱う一貫した理論を構築する． 

 

4. 研究成果 

1. 爆発境界の数値シミュレーション 

= | | である波動方程式に対して，爆発境界の近似を応用し，非線形波動方程式系や消散型波

動方程式の爆発境界の数値シミュレーションし，ある初期条件のもとで，滑らかな爆発境界や特

異性を持つ爆発境界が存在することを数値的に確認した． 

2. 爆発境界の微分可能性について 

ある未知関数の導関数を含む非線形項を持つ波動方程式系の初期値が十分滑らかで大きいとき，

爆発境界が連続微分可能になることを示した．この結果や解析手法をもとにし，パリ第 13 大学

の Hatem Zaag 氏と共同研究を開始し，準線形波動方程式や Dirac 方程式の爆発境界の研究を

開始した． 

3. 常微分方程式への収束について 

ある未知関数の導関数を含む非線形波動方程式に対し，ある初期条件のもとで，波動方程式の解

がある常微分方程式の解に収束するとき，爆発境界も常微分方程式の爆発時間に収束すること

を示した． 

4. 爆発境界の特異性について 

ある未知関数の導関数を含む非線形項を持つ波動方程式の解に制限を課した際に，ある初期条

件のもとで爆発境界が特異性を持つことを証明した.  

 

爆発境界を統一的に扱う理論の構築は，特異性などの考察に予想以上に時間を要しているため，

現在遂行中である．今後，この作業を急ぐ． 
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