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研究成果の概要（和文）：B-spline基底関数を用いてB-splineコピュラを定義しその性質を調べ, 推定を行う. 
B-spline基底関数をコピュラを構成できるようにnormalizationして,Bernsteinコピュラの一般化として
B-splineコピュラを定義した. B-splineコピュラはBernsteinコピュラより少ない基底関数で幅広い相関構造を
表せることが分かった. また, 相関を最大にするB-splineコピュラはFreshet-hoeffding boundに達することを
証明した. EMアルゴリズムやグリッド法でB-splineコピュラのパラメータを推定しその有用性を実データで実証
した.

研究成果の概要（英文）：Based on B-spline basis functions, we define a new class of copulas, called 
B-spline copulas. The B-spline copulas include the Bernstein copulas as a special case where the 
basis functions are generated without interior knots. By comparing the ranges of the maximum 
correlation of the B-spline copulas and the Bernstein copulas, we found that the B-spline copulas 
are more flexible. That is, with less basis functions, they can express higher correlations. We 
showed that the B-spline copulas of the maximum correlation case can attain the Frechet Hoeffding 
upper bound when the number of basis functions goes to infinity. We also proved the B-spline copulas
 of the maximum correlation case have total positivity of any order. We proposed to estimate the 
B-spline copulas by a grid method and some EM algorithms. These methods are examined with real data 
sets.

研究分野： 統計科学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
コピュラは金融工学やリスク, 土木工学等多くの分野で活用されている. 実際に様々なデータに対して, シミュ
レーションやモデリングするためには、柔軟性の高いコピュラが望ましい. B-splineコピュラを定義し, その相
関構造の性質を調べることで, B-splineコピュラは従来のコピュラより高い柔軟性を持ち, 多様なデータ構造を
表現することができることが分かった. また, 少ない基底関数で高い相関を表せることは計算コストも少なくな
る. さらに, グリッド法やEMアルゴリズムの方法でB-splineコピュラを推定できるので, B-splineコピュラが幅
広く利用できると思う.

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９, Ｆ－１９－１, Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
変数間の相互依存関係を表す関数としてコピュラが金融工学やリスクなどの分野でよく用いら
れ, もっとも利用されているのが Gaussian コピュラである. しかし, Gaussian コピュラは相関
構造が単純な時にはその同時分布を再現することができるが, 実際には多様な相関構造を持つ
実データをモデリングする時や, リスク分野のシミュレーション分析するためには, もっと柔
軟性のあるコピュラが望ましい. 近年, Bernstein 基底関数で構築された Bernstein コピュラの
研究が進んでおり, 基底関数が大きければ, Bernstein コピュラが任意の精度で同時分布を近似
できることが知られている. しかし, 多くの基底関数が必要である. Bernstein 関数は内部節点
が存在しない時の B-spline 基底関数の特別な場合なので, 一般的な B-spline 関数を用いれば, 
B-spline コピュラが定義でき, Bernstein コピュラよりも柔軟性が高くなる.  
 
２．研究の目的 
Bernstein コピュラの一般化として B-spline コピュラを定義し, その相関構造の性質を調べる.  
また, 周辺分布が与えられたときに, B-spline コピュラを推定する方法を提案し, 実データに応
用することを目的とした.  
 
３．研究の方法 
 
Bernstein コピュラ密度は以下のように定義されている： 

     
ここで, Bernstein 基底関数は 

 
Bernstein 基底関数は非負で 
      
      
与えられた次元数 n に対して, 生成された n 個の Bernstein 関数の和が１になる性質を持つ: 
 
            . 
            
 
B-spline 基底関数もこれらの性質を持つことを確認し, それを用いて B-spline コピュラを定義
する事にした. また, コピュラを構築するためにB-spline基底関数を基準化し, コピュラの周辺
分布を一様分布になるようにする必要があった. このように B-spline コピュラは Bernstein コ
ピュラの一般化として得られた. 
 同じ数の基底関数を持つ Bernstein コピュラと B-spline コピュラの最大相関係数を比較し, 
基底関数が多くするとともに, この二種類のコピュラの最大相関係数の変化を考察する. その
ために, 相関を最大にするB-splineコピュラの特定, 証明, 及び異なる次数について最大相関係
数を計算する方法を研究する必要があった. B-spline 多項式の次数と等間隔に置かれた内部節点
の数を決め, B-spline コピュラが表せる相関の範囲を計算した. また, Bernstein コピュラの場
合と同じように, B-spline コピュラの相関構造の性質を調べた.  
 
４．研究成果 
B-spline 基底関数は区分的多項式であり, 一般的な B-spline 基底関数を用いるために, 内部節
点の数(p -1)と配置及び多項式の次数(d )を決める必要がある. B-spline基底関数に対して検討し, 
Bernstein 基底関数と同じような性質を持つことが分かった: 
 
                         ,                                 , ここで n := d+p . 
 
B-spline 基底関数を基準化して, 以下のように B-spline コピュラ c (u,v;R ) を定義した: 
 
 
 
 
 
 
 
 



また, 内部節点はない時に, B-spline コピュラは Bernstein コピュラになることも示した.  
相関を最大にするコピュラが表せられる相関係数の範囲を調べるために, 相関を最大にする

B-spline コピュラを特定した. Bernstein コピュラの場合と同じように, 相関を最大にする B-
spline コピュラもパラメータ行列 R が対角行列の場合であることも証明した. つまり,  
 
 
 
同じ数の基底関数を持つ Bernstein コピュラと B-spline コピュラの最大相関係数を比較し, 基
底関数が多くするとともに, この二種類のコピュラの最大相関係数の変化を考察する. そのた
めに, 異なる次数について最大相関係数を計算する方法を研究する必要があった. 私たちは, 
Stirling number of the second kind,       , を用いて, B-spline 関数のモーメントの公式 
 
 
 
 
 
 
 
で内部節点が等間隔に置かれた時の最大相関の公式を導出した: 
 
 
 
 
これで異なる次数の最大相関係数の以下のように求められる. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
この表で Bernstein コピュラと比べると, B-spline コピュラは比較的少ない基底関数で大きな相
関を表すことができ , より高い柔軟性が持っていることが分かった . 例えば , 10 次元の
Bernstein コピュラは[-0.818, 0.818]の相関を表せる事に対して, 10 次元の B-spline コピュラは
[-0.99, 0.99]の範囲の相関を表すことができる.  

B-spline コピュラは Bernstein 基底関数の代わりに, もっと一般的な B-spline 基底関数を用
いる形で, Bernstein コピュラの優良な性質も受け継ぐことが分かった. 例えば, 相関を最大に
する B-spline コピュラは基底関数の数が無限大になる時に, Frechet-Hoeffding upper bound に
達する. また, 相関を最大にする B-spline コピュラは任意オーダの total positivity を持つ. こ
れはもっとも強い正の相関を表す概念である. それはB-spline基底関数はorder-complete weak 
Tchebycheff system という性質を使えば, B-spline 関数行列の行列式は非負で B-spline コピュ
ラのパラメータ行列の要素も非負なので, その積となる任意次元の B-spline コピュラも非負と
なることによって証明される. つまり： 

 
 
               が非負である. 
 

 
また, B-spline コピュラの推定に関しては, Bernstein コピュラを推定するための EM アルゴ

リズムを B-spline コピュラの定義に求められる条件を満たせるように改めて作成し, 新しいコ
ピュラの EM アルゴリズム法を提案した. 実データへ適用できることも確認した. 
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