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研究成果の概要（和文）：ニューラルネットワークの特異点の特性の一端を明らかにした。つまり、深層ニュー
ラルネットワークが数多くの「階層構造に基づいた特異点」を持っていることを数理的に明らかにし、そのよう
な特異点を持たないための十分条件を明らかにした。また、深層複素数型ニューラルネットワークと等価な深層
実数型ニューラルネットワークにおいて、いくつかの特異点が複素数に基づく性質により自ずと解消されている
ことを数理的に示した。さらに、非線形な深層ニューラルネットワークが（学習性能に悪い影響を与える）悪い
局所解（学習誤差の大きい局所解）を持たないための十分条件を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：We have revealed some of the characteristics of singularities in neural 
networks. In other words, we mathematically clarified that deep neural networks have a number of "
hierarchical structure-based singularities" and derived the sufficient conditions for not having 
such singularities. In addition, we mathematically showed that some singularities in deep 
real-valued neural networks, which are equivalent to deep complex-valued neural networks, are 
naturally resolved due to their complex number-based nature. Furthermore, we derived the sufficient 
conditions for nonlinear deep neural networks not to have bad local minima with large learning 
errors which have a bad influence on learning performance.

研究分野：情報科学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
深層学習技術では、大量のパラメータの調整が必要であるため、学習が行える適切な条件を特定するのに大変な
労力がかかっている。ニューラルネットワークには、学習に悪い影響を与える多くの特異点が存在するからであ
る。本研究では、ニューラルネットワークの特異点の特性を明らかにし、特異点を持たないための十分条件を導
いた。また、特異点を持たないタイプのニューラルネットワークを提示した。これらの研究成果は深層ニューラ
ルネットワークの学習性能向上に、引いては現在世界的に進められている深層学習を利用した社会実装に資する
ものと考えられる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
（１）情報化の進展により、産業や自然科学などのさまざまな分野において、大規模で多様なデ
ータが集積されてきていた。 そのようなデータを解析するために、統計学や計算科学の知見を
取り入れた機械学習の手法が発展し、実問題への応用も進められていた。 その中でも、多数の
層を持つニューラルネットワークにおける学習（深層学習、deep learning）は注目を集めてい
た。既存の機械学習に比べて、汎化能力が格段に高く、より人間に近い識別能力を持つからであ
る。しかし、深層学習技術では、大量のパラメータの調整が必要であるため、学習が行える適切
な条件を特定するのに大変な労力がかかっていた。これは次のような理由に因っている。一般に、
ニューラルネットワークには多くの特異点が存在する（特異点とはパラメータの微小変化に対
してシステム応答が不変となる点のこと）。特異点はニューラルネットワークの学習に悪い影響
を与えることが明らかにされてきていた。特に、層が深いほど、特異点が学習の進行を妨げるた
め、深い層を持つニューラルネットワークで学習を行う際のボトルネックとなっていた。深層学
習技術では、各層毎に学習を行うなどの工夫によりこの問題に対処し、成果を挙げていたが、そ
の反面、大量のパラメータの調整が必要となり、学習を行える適切な条件を特定するのに大変な
労力がかかってしまっていた。 
 
（２）一般に、ニューラルネットワークにおける特異点の存在証明は非常に難しい。たとえば、
XOR（排他的論理和）問題にはローカルミニマム（特異点）が存在すると長い間信じられてい
た。しかし、実際には特異点が存在しないことが証明されたのは、１９９８年になってからであ
る（文献①）。研究代表者は２０１３年頃からニューラルネットワークの特異点の研究に取り組
んでいた。その研究活動の中で、ニューラルネットワークを複素数に拡張することによりローカ
ルミニマム（特異点）を解消できることを数理的に明らかにした（文献②）。この経験から、一
般に、ニューラルネットワークを複素数や四元数といった高次元の代数系に拡張することが、特
異点の解消に結び付くのではないかとの着想を得た。高次元の代数系には、クリフォード代数や
Cayley-Dickson数など様々な種類が存在している。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、ニューラルネットワークのすべての特異点を解消することである。 
ニューラルネットワーク、特に深い層（複数個のニューロンから成るグループを層という）を
持つ深層ニューラルネットワーク上の学習においては、たとえば何十億個といった大量のパラ
メータの調整が必要であるため、学習が行える適切な条件を特定するのに大変な労力がかかる。
場合によっては何か月もの間、数十台もの高性能コンピュータを使って、ようやく学習できると
いった状況もある。このようなことが起きるのは次のような理由に因っている。一般に、ニュー
ラルネットワークには多くの特異点が存在する（特異点とはパラメータの微小変化に対してシ
ステム応答が不変となる点のこと）。層数が多くなればなるほど特異点の数は増える。特異点は
ニューラルネットワークの学習に悪い影響を与えることが明らかにされている。特に、層が深い
ほど、数多くの特異点が学習の進行を妨げるため、深い層を持つニューラルネットワークで学習
を行う際のボトルネックとなっていた。 
本研究では、ニューラルネットワークのすべての特異点を解消することによって、このような
状況を改善することを意図している。 
 
３．研究の方法 
ニューラルネットワークにおけるすべての特異点を特定し、解消するために次の方法を
取る。 
（１）特異点の特定 
特異点の解消に先立って、まずは解消すべき特異点を洗い出し、特定する。そのために、①実
験による特定、②数理解析による特定という２種類のアプローチを取る。①実験による特定では、
単純な場合から始めて、最終的には具体的な応用対象（たとえば、医療データ、ソーシャルデー
タ、金融データ、気象データなど）を絞って、実験を実施する。特定できた特異点は随時、３次
元可視化ソフトウェアを用いて、可能なものについては可視化していく。②数理解析による特定
では、「階層構造に基づかない特異点」を対象にして数理解析手法により特定する。「階層構造に
基づいた特異点」は既に理論的に特定されているため（文献③）、対象としない。 

 
（２）特異点の解消 
次のように場合分けして特異点を解消する：①階層構造に基づいた特異点の場合、②階層構造
に基づかない特異点の場合。①階層構造に基づいた特異点の場合は、研究代表者がニューラルネ
ットワークを複素数に拡張することによって特異点を解消した経験を基にして、クリフォード
代数などの代数系を使ってニューラルネットワークをより高次元に拡張することにより特異点
の解消を試みる。また、新しいニューロンモデルの考案による解消も試みる。②階層構造に基づ
かない特異点の場合、新たな学習アルゴリズムを考案することにより特異点を解消する。その際、



単一複素ニューロンでの特異点による学習への悪影響を除外した経験（文献④）を手掛かりとす
る。また、特異点には、ニューラルネットワークの階層構造に起因するものが存在する。そのよ
うな特異点は既に文献③において明らかにされている。そこで示された特異点の条件を手掛か
りにして、特異点を持たないような新しいニューロンモデルの考案を試みる。さらに、研究代表
者は Savitha 誤差関数を使った学習アルゴリズムで、極座標表示された複素ニューロンを学習
したところ、特異点の悪影響が除去されることを実験により明らかにした（文献④）。この知見
を利用して特異点の解消を試みる。 
 
４．研究成果 
（１）深層ニューラルネットワークが数多くの「階層構造に基づいた特異点」を持っていること
を数理的に明らかにした。「階層構造に基づいた特異点」は中間ニューロン数と層数に応じて増
加する。そして、深層ニューラルネットワークがそのような「階層構造に基づいた特異点」を持
たないための十分条件を明らかにした。また、求めた十分条件を実現する具体的な手法を２つ考
案した。一つは、「階層構造に基づいた特異点」の近傍に入ったら、強制的に抜け出す仕組みを
取り入れた学習アルゴリズムである。もう一つは、ネットワークの構造上、「階層構造に基づい
た特異点」を持たないニューラルネットワークを用いる手法である。一般に、深層ニューラルネ
ットワークの学習においては、特異点が学習性能に悪い影響を与えている。本研究で得られた成
果は、「階層構造に基づいた特異点」を持たない深層ニューラルネットワークを提供するもので
あり、特に勾配ベースの学習アルゴリズムを用いる場合の学習性能に良い影響をもたらすもの
と考えられる。 
 
（２）通常に比べて特異点が少ない深層実数型ニューラルネットワークを提案した。まず、深層
複素数型ニューラルネットワークと等価な深層実数型ニューラルネットワークにおいて、いく
つかの特異点が複素数に基づく性質により自ずと解消されていることを数理的に示した。その
ような深層実数型ニューラルネットワークでは、特異点に起因するローカルミニマムやプラト
ーに陥ることが少なくなると考えられる。次に、コンピュータ・シミュレーションにより、極端
な非線型性を持つ Two spirals 問題（ベンチマーク問題）の求解を通じて上記結果を検証した。 
 
（３）線形な深層ニューラルネットワークが（学習性能に悪い影響を与える）悪い局所解（学習
誤差の大きい局所解）を持たないことが２０１６年に証明された。それに対して、非線形な深層
ニューラルネットワーク（活性化関数は ReLU 関数）の場合は、２つの仮定が置かれた上で悪い
局所解を持たないことが証明された。そこで、（これまで未解決となっていた）当該２つの仮定
が成り立つための十分条件を探索的に調べた。その結果、重み等のパラメータが従う確率分布の
確率密度関数が偶関数（縦軸に関して対称）であるならば、当該２つの仮定が満足されることを
数理的に証明した。そして、その性質を満足するようなパラメータをもたらす初期化法（even 
initialization)を提案した。これによって、最急降下法を使う場合は、少なくとも学習開始直
後において、悪い局所解が存在しない状態を作り出すことが可能になった。提案した even 
initialization がもたらすパラメータが取る値は、これまでに発見的に使われてきた一様分布
を使う方法、および Kaiming He らが提案した（正規分布を使った）He 初期化法がもたらすパラ
メータが取る区間の一部に含まれることも明らかにした。 
 
（４）（３）において述べた研究成果を踏まえて、学習開始当初だけでなく、学習のすべての過
程に渡って、当該２つの仮定が成り立つことを証明した。証明には Jacot らの研究成果を用い
た。つまり、幅が十分広い（つまり、中間ニューロン数が十分多い）深層ニューラルネットワー
クでは、重み等のパラメータが従う確率分布は初期値の確率分布からほとんど変化することは
ないという事実を使って証明した。 
 
（５）（４）の解析対象であった深層ニューラルネットワークは無限個の中間ニューロンを持つ
幅が無限であるようなモデルであったが、それを（本質的な特性を保持しつつ）実用に供するこ
とのできる程度のモデルに近似する手法等について検討した。その結果、四元数、特に可換四元
数を利用するというアイディアに辿り着いた。四元数は構造化された４次元数であるため、良質
の特異点を持つと思われる（これは複素ニューラルネットワークの特異点からの類推である）。
そこで、可換四元数ニューロンを定式化し、その基本的性質を調べ、可換四元数ニューロンと実
ニューロンおよび複素ニューロンとの関係や決定境界等の性質を明らかにした。 
また、もう一つのアイディアとして双対数に注目し、双対ニューラルネットワークを定式化し、
その基本的性質を調べた結果、剪断に関する汎化能力を持つことを明らかにした。双対数は虚部
の基底を２乗すると０になる数であり、良質な特異点を持つと予想される。 
さらに、複素数の完全な統計的情報を複素ニューラルネットワークに導入するというアイデ
ィアに基づく複素ニューラルネットワークを定式化し、コンピュータ実験を行った結果、これま
での複素ニューラルネットワークが持っている 2 次元アフィン変換学習能力とは異なった能力
を持つことを明らかにした。つまり、縮小変換を学習させただけで、縮小変換に加えて対称変換
を汎化する複素ニューラルネットワークが実現された。このような効率的なネットワークは良
質な特異点を持つと予想される。 
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