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研究成果の概要（和文）：本研究で得られた主な結果は次の通りである。(1)一般線形群の部分群束のホモロジ
ー群を計算するアルゴリズムを与えた。(2)有限群Gの位数を割り切る素数の集合をπとしπ＝π1Uπ2を直和と
する。Gのべき零π-部分群束のホモロジー群とπ1、π2のそれとの関係をマイヤー・ビートリス系列を用いて表
した。(3)Gの部分群束をクイバーと考え、その表現を用いて、Gのπ-正則元の集合上の類関数のなす指標環の類
似を見出し、複数の類似の間にフロベニウスの相互律の類似が成り立つことを示した。(4)(3)の状況の下で素数
p,qについてのモジュラー指標の関係を示すカルタン行列の類似を見出し、それが正則であることを示した。

研究成果の概要（英文）：The main results obtained in this study are as follows.
(1) We have found an algorithm to compute homology groups of subgroup lattices of general linear 
groups.(2) Letπbe the set of prime divisors of the order of a finite group G and let π＝π1Uπ2 be
 a disjoint union. Then we found the relation among the homology groups of nilpotent π-subgroup 
lattice and the homology groups of nilpotent πi-subgroups lattices(i=1,2) via Mayer-Vietoris 
sequence.(3) Let p and q be prime numbers. We defined a generalized Cartan matrix which describes 
relations between Brauer p-characters and Brauer q-characters (an ordinary Cartan matrix describes 
relations between ordinary characters and Brauer p-characters.) and we show it is a regular matrix. 

研究分野： 代数学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
通常、有限群の表現論は主に単一の標数に関する表現、またはその指標について考察されるか、或は、２つの標
数0、p（素数）の場合について考察がなされてきた。本研究では複数の素数に対する指標間の関係を部分群束が
統率すると考え、クイバー（部分群束）の表現の視点から異なる標数のモジュラー指標達の関係を調べること
で、複数の標数のモジュラー指標間においてもカルタン行列、フロベニウスの相互律等の重要な性質・概念の類
似を見出すことができた。このことから本研究は群の研究における新しい視点を与えるものと考えられ、今後の
有限群の研究に寄与することが期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

有限群の研究をする際に、群の位数を割り切る素数の集合を頂点集合とする素数グラフが

非常に役に立つことが多い。この素数グラフは群の位数を割り切る素数たちの関係を大ま

かに表しているものであり、指標を通して表現論と接点を持っている。また、群の部分群束

は主に p-部分群束について考察がなされており、有限幾何や表現論と関係して研究が進ん

でいる。一方、有限群の表現の研究は、一つの素数 p を固定し p を標数とする体上の表現、

モジュラー指標を考察するか、モジュラー指標と通常指標間の関係を考察することが多い。 

これらは非常に興味あるものであるが、この 3 者が結びついて研究が進められることはほ

とんどなく、素数グラフの示す複数の素数の間の関係を表現論などから考察されることは

あまりない状態であった。 

 
２．研究の目的 

有限群の p 部分群束の幾何は、表現論および構造論との関係から研究が進められている。また、

素数グラフ論は、有限単純群の分類定理が完成した後、急速に発展し有限群の構造の研究にお

いて重要なものになっている。本研究の目的は、この二つを結び付け、有限群のπ部分群束の構

造と群のそれとの関係を幾何的・表現論的に明らかにすることである。即ち、有限群の部分群束を

単体的複体と見なしそれについての幾何的考察によって群の構造をしらべること、部分群束をクイ

バーと考え、その表現を考えることによって群の部分群の表現達の関係を調べることなどが主な目

的である。 

 

３． 研究の方法 

群論的性質 P に対し、有限群の P-部分群束は半順序集合であるので、部分群束の単体的複体を

考えることができる。P としてべき零性を考えれば、P-部分群束が連結である必要十分条件は素数

グラフが連結であることである。このように部分群束の単体的複体の構造と群の構造の間には無視

できない関係があると予想され、それを明らかにするために部分群束の単体的複体のホモロジー

群等について考察を進める。 

また、部分群束Γをクイバーと考え、各点（これは部分群）にその指標環（通常、またはモジュラー）

を対応させる。また、部分群 K、H に対し K→H は矢となる条件は H が K の部分群であるので、K

→H に対し K の指標環（モジュラー指標環）から H の指標環（モジュラー指標環）への制限写像を

対応させることができる。この二つの対応の組は、クイバーΓの表現となっている。この表現は、モ

ジュラー指標の標数ごとに異なるものを与えている。複数の素数に対するクイバーΓの表現を考え、

それらの間の射を考察することにより異なる標数の表現の間の関係或は群の構造の解明を進める。

また、クイバーΓの表現で K→H に対応する制限写像は一意に定まるが、通常指標などで重要な

働きをする逆向きの写像 H→K は一般の表現に関しては与えられていない。この点も踏まえ、クイ

バーΓに逆向きの矢（H→K）を加えてできるクイバーについても同様な考察を行う。 
 
４．研究成果 

本研究で得られた主な結果は次の通りである。 

(1)一般線形群の部分群束のホモロジー群を計算する際の対象となる部分群を決定するアルゴリ

ズムを与えた。 

 (2)有限群 G の位数を割り切る素数の集合の部分集合をπとしπを共通部分のない二つの集合

に分割する：π＝π1Uπ2。G のべき零π-部分群束を A、G のべき零π1-部分群束を A1、G のべ

き零π2-部分群束を A2 とする。A からべき零 π2-部分群を除いて得られる部分複体を B とし、



同様に A からべき零 π1-部分群を除いて得られる部分複体を Cとする。このとき、A1と B及び

A2と Cがそれぞれホモトピー同値であることを示し、マイヤー―ベリトリス系列を用いて 

 …→H_n(B¥cap C)→H_n (A1)⊕H_n(A2)→H_n(A)→H_(n-1)(B¥cap C)→… 

なる完全系列をえた。 

(3) 有限群 Gの部分群束をΓとし、πを素数の集合とする。Gの要素がπ‐正則であるとは、π

の任意の素数がその要素の位数を割り切らないことである。任意の H∊Γに対し有理整数上の（通

常）指標環を B（H）とする。この B(H)の各要素をπ‐正則元全体に制限したものの集合を B_π

（H）とすれば、B_π（H）は可換環となる。πが１つの素数からなるときは、モジュラー指標の

なす指標環と一致する。Hに対し B_π（H）を、矢 K→Hに対して制限写像を対応させることによ

り、Γの表現を得ることができる。Γに逆向きの矢を加えてできるクイバーをΓ^(ud)とする。

Γの矢 K→H の逆向きの矢である H→K に対して自明なもの以外は本研究以前には定まっていな

かったと思われるが、適当な条件の下で３つの種類の写像を対応させΓ^(ud)を定義し、通常指標

の場合と同様にフロベニウスの相互律の類似が成り立つことを示した。これらの定義については、

多くの準備が必要となるので論文を参照してもらいたい。この写像を用いて、次のような事実も示す

ことができる。 

 

命題 任意の通常指標ｆ、ｇに対し、Σｆ（ｘ）ｇ（ｘ）（但しｘはπ‐正則元を走る）は H の位数のπ‐成

分で割り切れる。 

 

一方、複数の素数の集合π、Δ、……についての B_π（H）、B_Δ（H）、 ……らの関係について

であるが、これらの可換環に基底を自明な場合を除き統一的に与えることが難しいことで現時

点でも困難である。しかし｜π｜≦１の場合は、既約通常指標、既約モジュラー指標など考える

ことができ、これらの基底に関して B_{p}（H）と B_Φ（H）の間に射を定義することができる。

このようにしてクイバー｛Gの位数を割り切る素数｝U｛Φ｝（矢は含有関係）についての表現を

定めることができる。道{p}→Φ→{q}→Φ→{p}の様に始点と終点が一致する道の表現を ｛p，

q｝‐正則元全体に制限したものの基底についての表現行列を一般カルタン行列と呼ぶことにす

れば、道{p}→Φ→{q}→Φ→{p}についての一般カルタン行列は正則であることがわかった。ま

た｜π｜≦2の場合にもカルタン行列の一般化を定義することができ、それも正則であることを

示した。このことの詳細についても論文を参照してもらいたい。 
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