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研究成果の概要（和文）：旗多様体は簡約リー群の作用するコンパクトな等質空間であって，リー群の表現論を
始め，幾何学や代数学の理論に対しても幅広い舞台を提供している．本研究では旗多様体の直積（二重旗多様
体）を考えて，対称部分群の作用を研究した．対称部分群の軌道が有限個であるような二重旗多様体は有限型と
呼ばれる．有限型の二重旗多様体上の軌道にまつわる組合せ論やヘッケ環の表現，モーメント写像を用いた冪零
多様体への写像，そしてスタインバーグ写像と呼ばれる二重旗多様体上の軌道と冪零軌道の対応，その組合せ論
的記述であるRSK対応など様々な成果が本研究で得られた．

研究成果の概要（英文）：Flag varieties are compact homogeneous spaces acted upon by a reductive Lie 
group, providing a broad field not only for the representation theory of Lie groups but also for the
 theories of geometry and algebra.  In this research, we considered the product of flag varieties 
(double flag varieties) and studied the action of symmetric subgroups. Double flag varieties for 
which the orbits of symmetric subgroups are finite are called finite type.  Various results were 
obtained in this research, including combinatorial aspects related to orbits on finite-type double 
flag varieties, representations of Hecke algebras, mappings to nilpotent varieties using moment 
maps, and the correspondence between orbits on double flag varieties and nilpotent orbits, known as 
the Steinberg correspondence, which is described combinatorially using a generalization of the RSK 
correspondence.

研究分野： 表現論

キーワード： 旗多様体 (Flag varieties)　二重旗多様体　対称部分群　組合せ論 (Combinatorics)　スタインバーグ
写像　ヘッケ環 (Hecke algebras)　冪零多様体　RSK対応

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
旗多様体は簡約リー群の作用するコンパクトな等質空間であって，リー群の表現論を始め，幾何学や代数学の理
論に対しても幅広い舞台を提供している．本研究では旗多様体の直積（二重旗多様体）を考えて，対称部分群の
作用を研究した．対称部分群の軌道が有限個であるような二重旗多様体は有限型と呼ばれる．有限型の二重旗多
様体上の軌道にまつわる組合せ論やヘッケ環の表現，モーメント写像を用いた冪零多様体への写像，そしてスタ
インバーグ写像と呼ばれる二重旗多様体上の軌道と冪零軌道の対応，その組合せ論的記述であるRSK対応など
様々な成果が本研究で得られた．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通）

１．研究開始当初の背景

本研究の主要な研究対象は，簡約代数群 G の旗多様体の直積である多重旗多様体

XP1,...,Pk
:= G/P1 ×G/P2 × · · · ×G/Pk (Pk は G の放物型部分群)

や対称空間に付随した二重旗多様体

XP,Q := G/P ×K/Q (Q は K の放物型部分群)

である．ただし K は G の対称部分群を表す．
多重旗多様体 XP1,...,Pk

には G の対角的作用を，二重旗多様体 XP,Q には K の作用を考える．
三重旗多様体 XP1,P2,P3 は対称対 (G×G,∆G) の二重旗多様体と考えられるので，両者区別せずに
多重旗多様体ということにする．
多重旗多様体上の軌道の有限性や幾何的性質については 2000 年前後に Magyar-Weymann-

Zelevinski により，古典群 G に対して XP1,...,Pk
が有限個の軌道を持つのは k ≤ 3 の場合であ

ることが箙の表現を利用して明らかにされ，その分類も行われた．また 2015年前後になって，B,D

型についても軌道の有限性や分類の研究が松木敏彦 (龍谷大) によって進んでいた．
対称対の二重旗多様体 XP,Q の場合には，代表者と落合啓之 (九大)，大島芳樹 (IPMU)，Xuhua

He (Maryland大) 他によるいくつかの共同研究 (2009–2015) により，

• 二重旗多様体上の K 軌道が有限 (有限型)になるための 2つの強力な十分条件や
• 球等質空間に付随した有限型二重旗多様体の完全な分類

が得られていた．
一方，当時，庄司俊明 (同済大)・加藤周 (京大)等によって exoticな指標層の理論に関する研究が

進んでいた．これは，G が自然に作用するベクトル空間 V と対称空間 G/K の直積XV = V ×G/K

上の K 同変な偏屈層の理論だが，Grojnowski の定式化により V ×G/B 上の幾何学的セル構造と
深く関係することが分かっている．放物型部分群 Q ⊂ K を適切に選べば，K/Q = P(V ) は V の射
影化なので，この多様体は XB,Q = K/Q × G/B と非常に近く，本研究のテーマと密に関係してい
た．しかし，対称空間に付隨する二重旗多様体に関してこのような幾何学的セル構造の研究は本研究
開始当初はほとんどなかった．

２．研究の目的

G を簡約代数群，また B を G のボレル部分群とする．（完全）旗多様体 G/B や部分旗多様体
G/P (P は放物型部分群）は G の等質空間でコンパクトなもの (射影多様体) である．グラスマン
多様体や射影空間は G = GLn の極大放物型部分群 P を用いて G/P と書け，部分旗多様体の特殊
なものになっている．以下，部分旗多様体も総称して旗多様体と呼ぶ．旗多様体は，特に表現論にお
いて，数ある等質多様体の中でも最重要な多様体の一つである．
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本研究では，群Gだけでなく対称空間も大きな役割を果たす．包含的自己同型 θ ∈ Aut(G), θ2 = id

に対して，K = Gθ を G の対称部分群，G/K を対称空間といい，この多様体もまたリー群の表現
論の主要な研究対象である．そこで G の旗多様体 G/P と K の旗多様体 K/Q を考え，この直積

XP,Q := G/P ×K/Q (P は G の，Q は K の放物型部分群)

に K が対角的に作用するようなものを，対称空間に付隨した二重旗多様体と我々は呼ぶのである．
対称空間に付隨する二重旗多様体 XP,Q に球部分群 K の作用を考え，Steinberg多様体（余法束

多様体）とそのモーメント写像の像である exotic な冪零多様体 N や幾何学的セルの構造を研究す
るのが本研究の目的である．究極的には，exotic 指標層や Harish-Chandra 加群の相互関係を理解
する枠組みを確立することにあるが，たとえば，K 軌道が有限の場合には X と N の K 軌道の間
に “よい” 組合せ論的対応 (exotic Robinson-Schensted 対応，一般化された RSK対応) があり，こ
のような軌道の幾何学を X 上のシューベルト解析なども絡めながら組合せ論によって理解すること
も重要な目的の一つであった．

３．研究の方法

多重旗多様体 XP,Q 上の K 軌道の分類と exotic な冪零錐における冪零軌道の分類を，海外の研
究協力者 (共同研究者)である Lucas Fresse (Lorraine 大学)とともに行った．典型的な古典群の場合
にヤング図形の組合せ論による分類ができるはずとの期待から，一番単純な場合である AIII 型の対
称空間の場合，つまり

G = GLn ⊃ K = GLp ×GLq (n = p+ q)

であって，二重旗多様体が有限型である典型的な場合から研究を行った．2016–2019年にかけて，何
度もナンシー大学を訪問し，黒板を用いたセミナーで具体的な計算例を積み重ねていった．しかし，
2020年を境に，コロナウィルスによる世界的なパンデミックの影響で，セミナーは主にオンライン
で行うことになり，研究の進展にも重大かつ大きな影響があった．オンラインセミナーはパンデミッ
クの期間中，重要な役割を担ったが，パンデミックによる制限が次々と解除された後も研究の手法と
して定着し，週に一度程度のオンラインセミナーもすでに 100回を数えるまでになっている．
一方，和地輝仁教授（北海道教育大）および Bent Ørsted 教授（Aarhus 大学）と，二重旗多様体

上の球関数と概均質ベクトル空間上の相対不変式についての研究を進め，b-関数や軌道積分と主系列
表現の間の intertwining 作用素の具体的な記述を共同研究した．この研究は，代表者が在外研究で
欧州を歴訪していた際に大きく進展したが，パンデミック以降研究が進まなくなってしまった．所定
の結果は得られたとはいうものの，研究をより遠くまで進めることができなかったのは残念である．

４．研究成果

得られた研究成果を箇条書きにしてまとめる．

(1) AIII 型二重旗多様体上の対称部分群 K による軌道を，グラフやヤング図形を用いた組合せ論
的によって分類した．その分類を利用して次元，閉包関係などの不変量を具体的に決定した．（Lucas

Fresse 教授との共同研究．）
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(2) AIII 型二重旗多様体の余法束多様体から 2種の冪零多様体へのスタインバーグ写像を構成した．
一方は，対称部分群 K のリー環の冪零多様体への写像であり，こちらはヤング図形の組で分類され
ている．スタインバーグ写像のファイバーは古典的な場合のシュプリンガーファイバーに相当する
が，その既約分解の成分は 2色の色つき標準盤で分類できる．これらのヤング図形，色つき標準盤の
対応は RSK 対応の一般化とみなすことができる．その組合せ論的な応用は将来の研究課題として考
えていきたい．
もう一方のスタインバーグ写像は，余法束多様体から対称空間の余接空間の冪零多様体への写像に
なるが，冪零軌道は符号付きヤング図形によって分類される．そのファイバーの構造は複雑であり，
既約成分の分類は将来の課題である．こちらは別の RSK 対応の一般化を与えるはずであり，組合せ
論的な興味がある．（Lucas Fresse 教授との共同研究．）
(3) リー環の隨伴作用を箙の表現を用いて拡張したものを拡大隨伴作用 (enhanced adjoint action)

と呼ぶ．リー環が A 型のとき，この作用に関する不変式論，冪零多様体の既約分解や冪零軌道の構
造を詳細に研究した．一般の半単純軌道や軌道のジョルダン分解なども考えることができる．（太田
琢也教授との共同研究）
(4) 旗多様体の拡大 (enhanced flag manifold) を定義して，概均質ベクトル空間と関係付け，相対不
変式を利用することによって退化主系列表現の間の絡作用素を構成した．また，相対不変式によって
決まるゼータ積分のフーリエ変換を計算し，そのガンマ因子などの具体形を決定した．（Bent Ørsted

教授，和地輝仁教授との共同研究）
(5) 以前研究した軌道の埋め込み定理を応用して，CI 型の二重旗多様体を AIII 型の二重旗多様体
へと埋め込んで，軌道の間の対応を決定した．冪零軌道の埋め込みも成り立っているので，軌道はス
タインバーグ写像と整合的に埋め込まれていると予想される．（Lucas Fresse 教授との共同研究．）
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