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研究成果の概要（和文）：２つの元をかけて1を加えたものが平方数になるような異なるm個の正整数からなる集
合をディオファンタスのm組という．本研究では，任意のディオファンタスの4組は正則であるという未解決予想
を支持するいくつかの結果を得た．例えば，ディオファンタスの3組{a,b,c}(a<b<c)に対し{a,b,c,d}(c<d)が正
則でないディオファンタスの4組となるdは高々7個しかないことを示した．ディオファンタスの4組は楕円曲線と
よばれる群構造をもつ曲線と密接に関係しているが，本研究ではある楕円曲線の族について，整数点（座標が整
数である点）や群としての生成元についても具体的に調べた．

研究成果の概要（英文）：A set of m distinct positive integers is called a Diophantine m-tuple if the
 product of any two elements in the set increased by 1 is a perfect square. In this study, we obtain
 some results supporting the open conjecture asserting that any Diophantine quadruple is regular. 
For example, we showed that for a Diophantine triple {a,b,c} (a<b<c) the number of d's such that {a,
b,c,d} (c<d) is a irregular Diophantine quadruple is at most 7.
Diophantine quadruples are closely related to elliptic curves, which are certain curves having group
 structures. This study also explicitly examined integral points (that is, points with integer 
coordinates) and generators as groups on certain families of elliptic curves. 

研究分野： 整数論，特に，不定方程式論

キーワード： ディオファンタスのm組　楕円曲線のMordell-Weil群

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
任意のディオファンタスの4組は正則であると予想されており，様々な傍証はあるが，一般には正則でないディ
オファンタスの4組の有限性さえ示されていない．ディオファンタスの3組{a,b,c}(a<b<c)を固定してはいるが，
{a,b,c,d}(c<d)が正則でないディオファンタスの4組であるようなdの個数の具体的な上限が得られた意義は大き
い．一般に，与えられた１つの楕円曲線の整数点や群としての生成元を求めることは困難である．ここでは例え
ば u＾2-v＾4=m (mは0でない整数）で定義される楕円曲線の族について，階数が1または2の場合に整数点や生成
元を具体的に決定した．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

整数係数の方程式で定義された楕円曲線  の有理点のなす群 （Mordell-Weil 群） (ℚ) は
Mordell の定理より有限生成アーベル群であり，そのねじれ部分群を決定することは容易である

が，自由部分群を調べることは一般には容易ではない．また，Siegel の定理より  の整数点は

高々有限個であり，Baker によって整数点の個数の上限が明示的に与えられているが，その上限

は非常に大きく，整数点を決定することはやはり一般には容易ではない． 

(1) Brown, Myers (Elliptic Curves from Mordell To Diophantus and Back, Amer. Math.  

Monthly 109 (2002), 639-649) は，多くの整数点をもつ楕円曲線 : = − +  につい

て， ≥ 2 ならばその ℚ 上の階数は 2 以上であることを示し，また楕円曲線 = − +

1 についても同様の結果を示唆した．その後これらの曲線について階数の高い部分族を見つけ

る等の研究はあるが（例えば，P.Tadic, On the family of elliptic curves = − + 1, 

Glas. Mat. Ser. III 47(2012)81–93; P.Tadic, The rank of certain subfamilies of the 

elliptic curve = − + , Ann.Math.Inform.40(2012)145–153 参照），Mordell-Weil 群

の生成元を求めるといった研究は見られない． 

(2) Fermat の 3次式の 3次 twist  + = （  は 3乗因子をもたない整数）で定義される 

楕円曲線  は楕円曲線 ∶ = − 432 と双有理同値であるが，研究代表者は奈良忠央

氏とともに，  上の標準的高さを評価することによりrank (ℚ) = 1, 2 の場合に  の生成

元および整数点を決定した（Y.Fujita,T.Nara, Generators and integral points on twists of 

the Fermat cubic,Acta Arith.168(2015)1–16）． 

(3) 正整数  に対し，異なる  個の正整数の集合 { ,… , } は，すべての  <   に対し 

 + 1 が平方数であるとき ディオファンタスの  組 とよばれる．古くから「ディオファ

ンタスの 5 組は存在しない」という予想およびさらに強い予想「すべてのディオファンタスの

 4 組は正則である」がある．ここで，ディオファンタスの 4 組 { , , , } ( < < < ) が

正則であるとは， = √ + 1, = √ + 1, = √ + 1 とするとき， =  + + + 2 +

2  が成り立つことである．いずれの予想も未解決であった．この後者の予想を支持する様々

な 結 果 が あ り ， 例 え ば ， { − 1, + 1}  ( > 1 は整数)  や  { , } (  は  

次フィボナッチ数) はいつもディオファンタスの 2組をなすが，これらを含むディオファンタス

の 4 組は正則なものしかないことが知られている（Y.Fujita, The extensibility of 

Diophantine pairs { − 1, + 1}, J. Number Theory 128(2008)322–353; Y.Bugeaud, A.Dujella, 

M.Mignotte, On the family of Diophantine triples { − 1, + 1, 16 −

4 },Glasg.Math.J.49(2007)333–344; A.Filipin, Y.Fujita, A.Togbé,: The extendibility of 

Diophantine pairs II: examples. J. Number Theory 145(2014)604–631 ）． ま た ，

{ , + 2 , ( + 1) + 2( + 1)} ( ,  は正整数) を含むディオファンタスの 4組については，

 や  に関する条件付きでその正則性は知られているが，すべての正整数 ,  に対して正則

性が成り立つことは知られていなかった． 

 

２．研究の目的 

(1) = 1 および = 1 の場合に，楕円曲線 : = − +  の「判別式が2, 3 べき以外

の平方因子をもたない」かつ rank (ℚ) = 1 または rank (ℚ) = 2 という仮定の下に，  の

 ℚ 上の生成元を決定する． 



(2) しかるべき条件（α = β = γ = 1 の場合を含むもの）を満たす整数  α, β, γ  に対し，曲線 

( + )( − + ) =   の整数点を，対応する楕円曲線の階数が 2 等の仮定の下に決定

する． 

(3) 任意に固定したディオファンタスの 3組 { , , } ( < < )  に対し，{ , , , } が正則で

ないディオファンタスの 4組であるような  ( > ) の個数の上限を求める． 

また, { , + 2 , ( + 1) + 2( + 1)} を含むディオファンタスの 4 組は正則であることを

示す． 

 

３．研究の方法 

(1) = 1 および = 1 の場合に，楕円曲線 : = − +  上の有理点の標準的高さ 

(canonical heights) を局所的高さ (local heights) のを利用して精密に計算した．その際に， 

「判別式が2, 3 べき以外の平方因子をもたない」および rank (ℚ) = 1 または rank (ℚ) = 2 

という条件を要した． 

(2) 曲線 ( + )( − + ) =   について，想定していたよりも状況が複雑で，思う 

ような成果を得ることが難しいことが分かった．そこで，代わりに 4次曲線 − =   およ

び + =   (  は 4 乗因子をもたない整数) について，標準的高さを精密に計算した． 

(3) ディオファンタスの 3組 { , , } に対し，正則でない 4組 { , , , } の存在を調べること 

は連立ペル方程式  − = −  ,   − = −   の解を調べることに帰着される．

この連立ペル方程式を解くために，パデ近似に基づく連立有理数近似と，２つの対数および３つ

の対数の 1 次形式に関する Baker の方法を組み合わせることにより，そのような 4 組の個数を

評価した．また，{ , + 2 , ( + 1) + 2( + 1)} を含むディオファンタスの 4組に関しては，

パデ近似法をより精密に適用することにより，非常によい評価が得られた． 

 

４．研究成果 

(1) = 1 および = 1 の場合に，楕円曲線 : = − +  の「判別式が2, 3 べき以外

の平方因子をもたない」かつ rank (ℚ) = 1 または rank (ℚ) = 2 という仮定の下に，  の

 ℚ 上の生成元を決定することができ，まとめた論文（奈良忠央氏との共著）は Publicationes 

Mathematicae Debrecen に掲載された． 

(2) 4 次曲線 − =   および + =   (  は 4 乗因子をもたない整数) について，

その生成元や整数点を調べた．例えば，  は平方因子をもたない整数とし，楕円曲線  ∶  −

=  の ℚ 上の階数が 2 であるとき，  の整数点は高々 8 個であることを証明した．ま

とめた論文は，Glasnik Matematicki に掲載された． 

(3) 任意に固定したディオファンタスの 3組 { , , } ( < < )  に対し，{ , , , } が正則で

ないディオファンタスの 4 組であるような  ( > ) の個数は高々 10 個であることを証明し，

まとめた論文（宮崎隆史氏との共著）は Transactions of the American Mathematical Society 

に掲載された．さらにこの個数の上限 10 を 7 に改善した結果をまとめた論文（Mihai Cipu 氏，

宮崎隆史氏との共著）が International Journal of Number Theory に掲載された． 

また, { , + 2 , ( + 1) + 2( + 1)} を含むディオファンタスの 4組は正則であることを 

完全に証明することができ，まとめた論文（Mihai Cipu 氏，Maurice Mignotte 氏との共著）は 

Science China Mathematics に掲載された． 

当初の予定にはなかった研究であるが，ディオファンタスの 4 組は正則であるという予想に関

連して，フィボナッチ数からなるディオファンタスの 4組について調べ，それらは高々有限個し



か存在しないことを Florian Luca 氏と共に証明した．まとめた論文は Glasnik Matematicki 

に掲載された．さらに，その後，フィボナッチ数からなるディオファンタスの 4組は存在しない

ことを同じく Florian Luca 氏と共に証明することができ，まとめた論文が Acta Arithmetica 

に掲載された． 
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