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研究成果の概要（和文）：物理で考えられたツイスター理論は、数学、特に幾何学に応用されて重要な成果が生
まれてきた。複素多様体の中で、最も良い性質をもつ複素射影空間は、複素数ベクトル空間の中の複素直線の集
合として実現される。そして、その複素射影空間内の実超曲面の中で、良い性質をもつホップ超曲面について、
複素数ベクトル空間内の複素平面の集合として実現される、複素グラスマン多様体の四元数ケーラー構造に関す
るツイスター空間の極大水平部分多様体から構成できることを示した。

研究成果の概要（英文）：There are a lot of applications of twistor theory in mathematics and 
geometry. We showd that Hopf hypersurface in a complex projective space is realized as a circle 
bundle over maximal horizontal submanifold of twistor space of complex 2-plane Grassmann manifold.

研究分野： 幾何学

キーワード： ツイスター空間　ホップ超曲面　複素グラスマン多様体　四元数ケーラー構造　パラ四元数ケーラー構
造

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
複素双曲空間のホップ超曲面については、部分的な構造定理はいくつか知られていたが統一的に説明できる結果
は得られていなかった。我々は、不定値複素グラスマン多様体の「パラ四元数ケーラー構造」に関する３つのツ
イスター空間を用いて、ホップ超曲面の統一的な構造定理を得た。特に、3つの内の1つのツイスター空間は我々
が初めて明らかにしたもので、今後の展開が期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１． 研究開始当初の背景 
 
(1) 複素射影空間内の実超曲面で、単位法ベクトルに外の空間の複素構造を施すことによって得
られる構造ベクトル場が、実超曲面の主曲率ベクトルであるとき「ホップ超曲面」という。等質
な実超曲面はホップ超曲面であることが高木亮一によって知られていた。また、複素射影空間内
の複素部分多様体と一定距離である点の集合の「チューブ」は、それがなめらかな実超曲面であ
るとき、ホップ超曲面であることがセシル‐ライアンによって知られていた。しかし、すべての
ホップ超曲面がそのようにして得られる訳ではなかった。我々は先行研究として、複素射影空間
内の実超曲面から複素 2 平面のなす複素グラスマン多様体へのガウス写像を考察し、特にホッ
プ超曲面については、構造ベクトル場の積分曲線に沿ってガウス写像が一定であって、そのガウ
ス写像による像が複素グラスマン多様体の四元数ケーラー構造について、最大次元の全複素部
分多様体であることを示した。 
 
(2) 微分幾何学においては、曲率が基本的に重要な量である。複素射影空間の実超曲面について、
自然に定義される概接触構造で不変な接空間の2次元部分空間に関する断面曲率(Φ‐断面曲率)
が一定である実超曲面は、その曲率の観点から良い空間であると言える。研究代表者は、1987
年にその条件をみたす実超曲面は３つのクラスに限られることを示した：(a) 1 点からの距離が
一定である点の集合の「測地的超球面」、(b) 複素射影超平面の１パラメーター族からなる「線織
実超曲面」、(c) 複素射影超平面内の線織実超曲面の 2 パラメーター族からなる実超曲面。しか
し(c)については、具体例やその構成法など知られていなかった。 
 
(3) 複素双曲空間の実超曲面については、等質でもホップではないものが存在する一方で、線織
実超曲面で等質なものが存在する。これは、複素射影空間の線織実超曲面が完備ではないことと
比べると、著しく異なる性質である。また、複素双曲空間のホップ超曲面については、その構造
ベクトル場の(一定である)主曲率の値が大きい場合と小さい場合に、それぞれ構造定理が知られ
ていたが、統一的な研究は得られていなかった。また、先行研究として(1)と同様に、複素双曲空
間の実超曲面から不定値複素グラスマン多様体へのガウス写像を考察し、「パラ四元数ケーラー
構造」に関して同様な結果を得ていた。 
 
２．研究の目的 
 
(1) まず、複素射影空間および複素双曲空間のホップ超曲面について、統一的な構成法を作りた
い、さらに、極小部分多様体やスカラー曲率が一定など、幾何学的に興味深い対象を調べる。 
 
(2) 複素射影空間の実超曲面について、上記の 1. の (2) の (c) について、具体的な構成法を明
らかにして、興味深い例をみつける。 
 
(3) 複素双曲空間の線織実超曲面について、新たな構成法を求めて、興味深い対象を調べる。 
 
３．研究の方法 
 
(1) 複素射影空間、および複素双曲空間のホップ超曲面について、それぞれの単一のものを考え
るだけでなく、(特異点も許容して)平行超曲面の族を考える。そして、複素 2平面のなす複素グ
ラスマン多様体のツイスター空間を用いて、ホップ超曲面の構成法を探る。 
 
(2) 複素射影空間の実超曲面で、Φ‐断面曲率が一定な超曲面について、フォーカル写像の議論
を用いて調べる。 
 
(3) 複素双曲空間の線織実超曲面については、複素双曲超平面に「双対である」、複素ミンコフ
スキー空間内の正定値複素直線が作る「不定値複素射影空間」内の実 1 次元曲線を用いて調べ
る。 
 
以上の研究を実現するために、研究協力者と相互訪問し対面しながら研究内容を検討するとと
もに、インターネットを通じて情報交換をする。 
 
４．研究成果 
 
(1) 複素 2平面のなす複素グラスマン多様体は、複素数ベクトル空間におけるエルミート内積に

ついて、正規直交である２つのベクトルがつくる「複素スティーフェル多様体」を、2次の



ユニタリー群 U(2) の作用で割った空間として実現される。また、複素スティーフェル多様
体を U(2) の中心である U(1) で割った空間は、３－佐々木多様体の構造を持ち、さらに 
U(2) の部分群 SU(2) (特殊ユニタリー群)の実部である 2次特殊直交群 SO(2) で割った空
間が、複素グラスマン多様体の四元数ケーラー構造に関するツイスター空間であって、複素
射影空間内の測地線と、その複素直線内の同心円がつくる空間と同一視できることがわかる。
そして、そのツイスター空間の複素接触構造に関する(複素)ルジャンドル部分多様体に対し
て、ツイスター空間上のサークルバンドルの全空間である３－佐々木多様体の引き戻し束か
ら、自然に複素射影空間内のホップ超曲面とその平行超曲面の族を構成できることがわかっ
た。 
同様に、複素ミンコフスキー空間内の不定値複素平面がつくる、不定値複素グラスマン多様
体についても、パラ四元数ケーラー構造に関するツイスター空間を用いて、複素双曲空間内
のすべてのホップ超曲面を構成できることがわかった。この場合、複素射影空間の場合と異
なり、不定値複素グラスマン多様体の(i)複素構造、(ii)パラ複素構造(概積構造)と(iii)ベ
キ零複素構造に関する、3つのツイスター空間を考える必要がある。 
 

(2) Φ‐断面曲率が一定であるような複素射影空間の実超曲面に関して、まず「線織実超曲面」
については、余次元１の葉層構造の葉である複素射影超平面の直交方向である、構造ベクト
ル場の積分曲線を調べることによって様々な研究がなされてきた。我々は、複素射影空間内
の線織実超曲面について、各点から直交方向に π/2 だけ進んだ点の集合が実 1次元の曲線
であることを示した。特に極小な線織実超曲面については、対応する複素射影空間内の曲線
は測地線であることがわかる。逆に、複素射影空間内の実 1次元曲線に対して、その上の半
径がπ/2 のチューブが線織実超曲面であることもわかった。さらに、複素射影超平面内の線
織実超曲面の 2パラメーター族からなる実超曲面については、各点から直交方向に π/2 だ
け進んだ点の集合が複素構造で「不変ではない」実２次元の曲面であることがわかった。そ
して、複素射影空間内の複素構造で不変ではない実２次元曲面に対して、その上の半径がπ
/2 のチューブが、Φ‐断面曲率が一定であるような複素射影空間の実超曲面(の第 3のクラ
ス)であることを示した。その応用として、複素射影平面内の 3 次元実超曲面で、その構造
ベクトル場が実超曲面のリッチテンソルの固有ベクトルであるものを分類し、(a) ホップ超
曲面、(b) 線織実超曲面、(c) ラグランジュ曲面上の半径がπ/2のチューブ、のいずれかで
あることがわかった。 
 

(3) 複素双曲空間内の線織実超曲面についても、従来は余次元１の葉層構造の葉である複素双曲
超平面の直交方向である、構造ベクトル場の積分曲線を調べることによって調べられてきた。
我々は、複素双曲超平面に「双対である」、複素ミンコフスキー空間内の正定値複素直線が
作る「不定値複素射影空間」内の実 1次元曲線と、複素双曲空間内の線織実超曲面が対応付
けられることを明らかにした。そして、複素双曲空間内の「スカラー曲率が一定」である線
織実超曲面については、対応する不定値複素射影空間内の実 1次元曲線が「光的」であるこ
とが同値であることを示した。さらに、複素双曲空間内の線織実超曲面が極小であることと、
対応する不定値複素射影空間内の実 1次元曲線が「測地線」であることが同値であることも
示した。特に、不定値複素射影空間内の実 1次元曲線が「空間的」「時間的」「光的」である
ことが、対応する複素双曲空間内の線織実超曲面の完備性など、幾何学的性質の関係もわか
る。 

 
(4) 2 つの同じ次元の球面の積多様体について、直交群の積の作用で不変であるリッチソリトン

が、常微分方程式の解を用いて構成できることを示した。また、複素射影空間内ないの測地
的超球面について、実超曲面上の測地線が外の複素射影空間の測地線でもあるような「外的
測地線」を用いて、その特徴づけを与えた。 
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