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研究成果の概要（和文）：ラグランジュ部分多様体のFloerコホモロジーを中心にシンプレクティック不変量に
関する具体的な研究を行った。特に、複素旗多様体という非可換な群が推移的に作用する性質のよい空間の二つ
の実形の交叉を調べ、実形の位相型が異なる場合(ハミルトンイソトピックとは限らない場合)にも、対のZ/2Z係
数Floerコホモロジーを計算した。さらに、凸体の体積に関するMahler予想を３次元の場合に解決し、その応用
として６次元のあるクラスの凸領域におけるハミルトン力学系についての新しい知見が得られた。

研究成果の概要（英文）：We carried out concrete research for symplectic invariants, especially, 
Lagrangian Floer cohomology. In particular, we explicitly calculated the Lagrangian Floer cohomology
 of a pair of real forms even with different topological types in a complex flag manifold on which a
 non-commutative group acts transitively. Furthermore, we affirmatively solved the three dimensional
 case of Mahler's conjecture concerning the volume of convex bodies. As an application, we obtained 
new knowledge about the Hamiltonian dynamics on a class of six dimensional convex domains.

研究分野： 数物系科学

キーワード： Floerコホモロジー　ラグランジュ部分多様体　旗多様体　対蹠集合　実形　凸体　Mahler予想　Hofer-
Zehnder容量
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題の主題であるシンプレクティック不変量を通じて、凸幾何の分野の有名な古典的未解決問題である
Mahler予想(1939年)に本質的な寄与ができた。特に、３次元の場合を解決した論文は凸幾何の分野のかなり多く
の研究者の興味を喚起し、国際的な波及効果が出ている。Mahler予想は、凸幾何の中でも体積に関わる中心課題
の一つであるため、今回の成果の高次元化に向かって、関連する分野の活性化が十分に期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
Floer コホモロジーは、1960 年代に提唱された Arnold 予想(ハミルトン系の周期軌道の個

数の評価に関する予想)の解決のため Floer により導入された概念である。いくつかの定式化
があるが、Floer は 2 次の相対ホモトピーが消えるラグランジュ部分多様体 L に対して
Floer コホモロジーを構成し、その場合の Arnold 予想を解決した(文献①)。 これは、1980 年
代以降の大域シンプレクティック幾何の形成に極めて大きな影響を与え、後で述べるシンプレ
クティック容量とも関連し、ほぼ同時期に定義されている。 1990 年代初頭、Y.-G.Oh は、Floer 
の構成をラグランジュ部分多様体 Lが単調の場合に拡張し(文献②)、Floer コホモロジーをコ
ンパクト型エルミート対称空間の単調な実形 L(全測地的ラグランジュ部分多様体)の場合に計
算した(文献③)。現在では、深谷賢治、Oh、太田啓史、小野薫の四氏により、かなり一般的な
設定での Floer コホモロジーの基礎理論が確立し(文献④)、シンプレクティック幾何の中核的
手法となっている。一方、その明示的な計算や具体的な応用に関しては、当時、実形の一般化
であるシンプレクティック多様体(M,ω)の反シンプレクティックな対合による固定点集合とし
て得られるラグランジュ部分多様体(Arnold-Givental 不等式)や、ミラー対称性の研究に関連
したトーリック多様体のラグランジュトーラスファイバーの場合が注目されていた。 代表者は、
この状況下、実形やトーラスファイバー以外で対称性の高いラグランジュ部分多様体に着目し、
その Floer コホモロジーの明示的な計算について以下の成果を得ていた。  
 
(1) (p² -1)次元複素射影空間の中にラグランジュ部分多様体として埋め込まれた射影ユニタリ
群 PU(p)の Z₂係数 Floer コホモロジーの決定(文献⑤) 
(2) コンパクト型エルミート対称空間のハミルトンイソトピックとは限らない単調な二つの実
形 L₁と L₂の対の Z₂係数 Floer コホモロジーの決定(文献⑥) 
 
上記の(2)は、Oh 氏の文献②の中の open problem の一つで長く未解決であったものである。

このように、実形またはトーラスファイバー以外のラグランジュ部分多様体、位相型が異なる
ラグランジュ部分多様体 L₁と L₂の対の Floer コホモロジーの明示的な研究は当時まだ少なく、
具体的計算例を増やす必要性があった。  
 
２．研究の目的 
本研究では、上記の代表者による成果をさらに深化発展させる形で以下の二つの設定で Z₂

係数 Floer コホモロジーHF(L)および HF(L₁,L₂)の明示的な計算とその応用を主目的とした。 
  
(1) 複素旗多様体の合同とは限らない実形の対の Floer コホモロジー HF(L₁,L₂)の決定 
コンパクト型エルミート対称空間の場合の研究の自然な一般化であり、複素旗多様体の枠組

みで文献⑥の結果を拡張することで、現れる実形の対の種類が各段に増える。  
  
(2) 複素射影空間の中の第二基本形式が平行なラグランジュ部分多様体の Floer コホモロジー 
このクラスのラグランジュ部分多様体 Lは、実形ではないが対称空間の構造を持つ極小部分 

多様体であり、分類されている。既約なものは、実射影空間、射影ユニタリ群 PU(p)(ただし、
n=p² -1)と他３種類がある。最初の二つについては、Z₂係数 Floer コホモロジーはスペクトル
系列と L のコホモロジーの情報から間接的に計算されている。ここでは、L に境界を持つ正則
円盤の分類を行い、他の３種類も含めてより詳しい情報を得ることを計画する。  
  
さらに、他のシンプレクティック不変量、特に、シンプレクティック容量に着目し、海外研

究者の動向を注視しながら新しい研究の展開を探る。 
 
３．研究の方法 
(1) 複素旗多様体の合同とは限らない実形の対の Floer コホモロジー HF(L₁,L₂)に関しては、 
先行研究のコンパクト型エルミート対称空間の場合の議論の拡張を行う。先行研究では、 田崎
博之, 田中真紀子両氏による実形の交叉の対蹠集合による記述に着目し、対称空間の点対称を
用いて、Floer コホモロジーの境界作用素の計算に必要な正則な strip のモジュライ空間に自
由な Z₂作用を構成することによって結果を得た。複素旗多様体の場合にも、ある仮定の下で実
形の交叉を一般化された対蹠集合で表すことまではできている。したがって、先行研究の方針
に沿って HF(L₁,L₂)を計算するには、  
  
① 正則な strip のモジュライ空間上の自由な Z₂作用の構成 
② 正則な strip の方程式の線形化写像の全射性  
  
の二つを示す必要がある。  
  
(2) 複素射影空間の中の第二基本形式が平行なラグランジュ部分多様体 Lの Floer コホモロジ 
ーについては、L に境界を持つ正則円盤の分類が中心課題になる。代表者は先行研究(文献⑤)
において、PU(p)の最小 Maslov 数を計算する際、PU(p)に境界を持ついくつかの系列の正則円盤



を具体的に構成した。それらは PU(p)の極大トーラスに境界が乗っており、当該分野で有名な 
C.H.Cho 氏によるクリフォードトーラスに境界をもつ場合の正則円盤の分類のアイデア(文献
⑦)を活用できる可能性がある。 
  
(3) 本研究課題の申請時には全く想定していなかったが、Artstein-Karasev-Ostrover により、
凸幾何学の古典的未解決問題である Mahler 予想とシンプレクティック不変量の一つである
Hofer-Zehnder 容量が関連するという論文(文献⑧)が出版された。これに触発され、Mahler 予
想についてシンプレクティック幾何の立場からの検討を開始した。 
 
４．研究成果 
(1) 複素旗多様体の実形は全測地的なラグランジュ部分多様体である。複素旗多様体の二つの 
実形の交叉を調べ、実形の位相型が異なる場合(ハミルトンイソトピックとは限らない場合)に
も、対の Z₂係数 Floer コホモロジー HF(L₁,L₂)を計算した。そのランクはある種のワイル群の
軌道の位数としてあらわすことができる。 その結果、ハミルトンイソトピーによる変形の下で
の交点数の最良評価が具体的に得られた。 計算に必要な標準的複素構造の regularity(正則な
strip の方程式の線型化写像の全射性)の証明は、井川治氏により導入された対称三対の理論
(文献⑨)を用いて既知の方法に帰着させることに成功した。 この部分は研究全体の中で最も苦
労した部分であるが、その際、平成 29年度に京都大学数理解析研究所での、田崎博之氏を代表
とする RIMS 共同研究(グループ型)「複素旗多様体内の実形の交叉と対蹠集合」の実施が大いに
役立った。 
以上は、井川治氏(京都工芸繊維大学)、奥田隆幸氏(広島大学)、酒井高司氏(首都大学東京)、 

田崎博之氏(筑波大学)との共同研究である。論文はほぼ完成しているが、現在仮定している実
形の最小 Maslov 数が３以上という条件を外した後に投稿する予定である。 
  
(2) 複素射影空間の中の第二基本形式が平行なラグランジュ部分多様体の Floer コホモロジー 
の研究については、より重要度の高い次の項目(3)を優先することにしたため、アイデアを実行
するまでに至らなかった。しかしながら、複素射影空間とともに具体例の計算でよく使われる
複素２次超曲面の場合について、次の成果を得た。 
ユークリッド空間内の単位超球面の等径超曲面のガウス写像による像(以下、ガウス像と呼

ぶ)は、複素２次超曲面の中の単調なラグランジュ部分多様体を与える。このガウス像に関して、
重複度が１の場合の３系列を除いて、ガウス像がハミルトンイソトピーの下ではずせないこと
を示した。ガウス像は等径超曲面の巡回群 Z/gZ による商(gは異なる主曲率の数)となるが、こ
の Z/gZ 被覆に対して、Damian により導入された lifted Floer ホモロジー(文献⑩)が利用でき
る。lifted Floer ホモロジーに収束するスペクトル系列があり、それを用いると等径超曲面の
ホモロジーの情報から lifted Floer ホモロジーの非消滅が示せ、結果を得る。特に、異なる主
曲率の数が４の場合、(1)の状況と異なり非等質な例が多くあり、等質性を仮定せずに結果を得
られた点は興味深い。これは、Hui Ma 氏(清華大学)、宮岡礼子氏(東北大学)、大仁田義裕氏(大
阪市立大学)との共同研究である。  
  
(3) 凸体の volume product(Mahler 体積)に関する Mahler 予想に関して、本研究課題の申請時
には全く想定していなかった大きな進展があった。Mahler 予想とは、ユークリッド空間の中心
対称な凸体の volume product(凸体とその極凸体との体積の積)の下からの最適評価に関する予
想である。2014 年、Artstein-Karasev-Ostrover により、シンプレクティック容量の一種であ
る Hofer-Zehnder 容量に関する等周不等式と言える Viterbo 予想から、凸幾何学の分野の古典
的未解決問題である Mahler 予想(1939 年)が従うという驚くべき結果が発表された(文献⑧)。
この論文に触発され Mahler 予想の研究に着手した。 
Mahler 予想は、２次元の場合は Mahler 自身により 1938 年に解かれている。高次元では、部

分的な結果はあるものの一般の場合には３次元以上では未解決であった。代表者は、柴田将敬
氏(東京工業大学)と共同で予想の３次元の場合を解決し、等号成立条件も決定した。 この成果
は 2020 年 4 月に論文として出版されたが、プレプリント(arXiv:1706.01749)の段階から反響が
大きく、凸幾何学の専門家の講演の中でも取り上げられ、代表者も４件の国際研究集会での招
待講演を行った。 また、同論文の equipartition に関する結果の別証明を与える M. Fradelizi
他４名によるプレプリント(arXiv:1904.10765)が発表されるなど、すでに国際的な波及効果も
出ている。 
シンプレクティック幾何との関連では、３次元中心対称凸体とその極凸体の積の形の６次元

領域について、Hofer-Zehnder 容量に対する Viterbo 予想が解決でき、この形の領域における
ハミルトン力学系について新たな知見が得られた。当初は、シンプレクティック幾何を利用し
て Mahler 予想へのアプローチを検討していたが、結果的に、３次元の Mahler 予想を凸幾何の
枠組みで解決しシンプレクティック幾何への応用を得た形になった。 
また、３次元 Mahler 予想の解決のため、volume product を評価するために導入した「符号

付体積評価」の方法を拡充して、 Mahler 予想の枠組みを離散群作用つきの場合に拡張した問
題を考察した。特に３次元の場合、３次直交群の離散部分群の作用をもつ凸体の volume product
の下からの最良評価と等号成立条件が、先行研究に含まれないくつかの系列で得られている。 



現在論文を準備中であるが、完成に近づいている。以上は、柴田将敬氏(東京工業大学)との共
同研究である。  
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