
島根大学・学術研究院理工学系・准教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１５２０１

基盤研究(C)（一般）

2018～2016

非退化閉2次微分形式を用いたコンパクト複素等質多様体の研究

Compact complex homogeneous manifolds with non-degenerate closed 2-forms

４０４０３１１７研究者番号：

山田　拓身（Yamada, Takumi）

研究期間：

１６Ｋ０５１３１

年 月 日現在  元   ６ １３

円     1,900,000

研究成果の概要（和文）：非退化閉2次微分形式を用いてコンパクト複素等質空間について研究をおこなった。
特にベキ零多様体上の不変な複素構造とホッジ数の関係をいくつか得た。実部分リー環分解をもつ実リー環を複
素化し、複素化で得られた複素リー群を実リー群とみなすことで、分解に付随した左不変複素構造をリー群上に
構成する方法を得た。さらにすべての左不変複素構造がその方法でできることを示した。また、不変複素構造を
もつベキ零多様体上の正則ベクトル場のなすリー環とドルボーコホモロジー群との同型を見つけ、擬ケーラー構
造をもつための必要条件が得られた。

研究成果の概要（英文）：I studied compact complex homogenous manifolds by using non-degenerate 
closed 2-forms. In particular, I had results on relations between invariant complex structures and 
Hodge numbers on compact nilmanifolds. I also had a homeomorphism between the Lie algebra of the 
holomorphic vector fields and a Dolbeault cohomology group on a compact complex nilmanifold. As an 
application,I had a necessary condition for admitting pseudo-koehler metric on a compact complex 
nilmanifold.

研究分野： 微分幾何学

キーワード： 等質空間　リー群　リー環　複素構造　ホッジ数　擬ケーラー構造　正則シンプレクティック構造　ベ
キ零多様体

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ケーラー等質多様体に関しては多くの研究があり、複素幾何的構造もよくわかっている。一方、非ケーラー等質
多様体についてはあまりわかっていない。本研究成果の意義は、非ケーラーである複素ベキ零多様体において、
ホッジ数や正則ベクトル場のなすリー環、擬ケーラー構造のはいるための必要条件などの複素幾何的構造がわか
ったことである。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
(1)1957 年に松島与三によりコンパクト等質ケーラー多様体(複素構造とケーラー構造の両方
を保つ群が推移的に作用する複素多様体)は、複素多様体として旗多様体と複素トーラスの直積
に正則同型となることが示された。さらに 1961 年に Borel-Remmert によりコンパクト等質複
素多様体(複素構造を保つ群が推移的に作用する複素多様体)がケーラー構造をもつ場合に拡張
された。 
 
(2) 1976 年にサーストンにより、ケーラー構造をもたないコンパクトシンプレクティック多様
体の最初の例がベキ零多様(ベキ零リー群が推移的に作用する多様体)体で構成された。小平- 
サーストン多様体は等質複素多様体ではないが、複素構造をもつ等質多様体になる。このよう
な多様体を複素等質多様体とよばれる。  
 
(3) 1989 年に Dorfmeister-D.Guan によりコンパクト等質擬ケーラー複素多様体は複素多様体
として旗多様体と複素トーラスの直積に正則同型となることが示された。また、80 年代から
2010 年頃まで、Fernandez らは、擬ケーラー構造、局所共形ケーラー構造等をもつコンパクト
複素多様体の例を可解多様体でいくつか構成した。 
 
(4) 神島芳宣氏、長谷川敬三氏、沢井洋氏による局所共形ケーラー構造をもつ多様体の 研究、
鎌田博行氏のニュートラル・ケーラー構造をもつ多様体の研究などの研究が行われていた。
Fino-Console, 糟谷久矢氏の可解多様体の Dolbeault コホモロジー群のリー環をもちいたモデ
ルの構成があった。 
 
(5) 研究代表者の結果として、ケーラー構造のときと異なり、擬ケーラー構造をもつが、 複素
トーラスでない複素平行可能多様体(正則ベクトル束が自明)の例を構成し、擬ケーラー構造が
存在するための必要条件をいくつか与えていた。さらに擬ケーラー構造をもつコンパクト複素
平行可能可解多様体の Dolbeault コホモロジー群を決定し、 可解リー環の導来環は可換であ
ることを示した。 
 
２．研究の目的 
(1) 非退化閉 2 次形式をもつコンパクト可解多様体の系列的な新しい例の構成、またもっと一
般の非退化閉 2 次形式をもつコンパクト等質多様体における例を構成する。 
 
(2) コンパクトベキ零多様体における複素構造のモジュライ空間の非退化閉２次形式、 
Dolbeault コホモロジー群を用いた理論を構築する。 
 
(3) 擬ケーラー構造等をもつコンパクトベキ零複素等質多様体、コンパクト可解複素等質多様
体などの複素ベクトル場のなすリー環の構造、および複素幾何学的構造について研究する。 
 
３．研究の方法 
(1) ベキ零多様体の系列的な例の構成を研究する。またベキ零多様体について非退化閉 2次形
式の存在とホッジ数との関係について研究する。 
 
(2) 擬ケーラー構造などの非退化閉 2次形式をもつベキ零複素多様体の正則ベクトル場のなす
リー環に関する研究やそのようなベキ零多様体の複素幾何的構造に関する研究をする。 
 
(3) 可解多様体の例の構成、特に可解リー群が余コンパクト離散部分群をもつための条件につ
いて研究をする。また、可解多様体、一般の等質空間の場合にベキ零多様体の場合を研究する。 
 
４．研究成果 
(1)複素ハイゼンベルグ群は A 型のルート系から構成できることに着目し、 A 型のルート系か
ら系列的に構成できるコンパクトベキ零多様体の不変複素構造とホッジ数に関しても、複素ハ
イゼンベルグ群の場合と同様不変複素構造とホッジ数の関係に関する結果が成り立つことを示
した。 
 
(2) 半直積分解が１つ与えられた実リー群をまず複素化し、複素化で得られた複素リー群を実
リー群とみなすことで、分解に付随した左不変複素構造を構成できることを示した。半直積分
解をもつ実リー群の構成が複素構造の構成において重要となるが、それについて t-ルート系を
用いて系列的に構成できることがわかった。 
 
(3) 半直積分解をもつ実リー群が作用される部分リー環が可換な場合には、それから構成され
た不変複素構造をもつコンパクトべき零多様体の各々のホッジ数が、複素化で得られる複素リ
ー群のコホモロジーを用いて計算できることを示した。 
 



(4)離散部分群に関して有理的な不変複素構造をもつコンパクトベキ零多様体が擬ケーラー構
造をもつための必要条件を、正則ベクトル場のなすリー環の次元とホッジ数との関係に関する
条件式で得られた。また一般化された旗多様体上の擬ケーラー計量の指数と対応する t-ルート
系との関連が詳しくわかった。 
 
(5)ある種のリー環の複素構造に対応するリー群の複素座標系の具体的な計算方法が得られ、変
形空間の計算方法が得られた。 
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